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出 ΙΒ Wb 明 


《计算 数学 丛书 ?是 为 了 适应 计算 数学 和 计算 机 科学 的 发 
展 ， 配 合 高 等 院 校 计算 数学 教学 的 圳 要 而 组 织 的 一 讲 参 考 读 
物 。 读 者 对 象 主要 是 高 等 院 校 数学 系 和 计算 术科 学 系 的 学 生 、 
研究 生 ， 亦 可 供 高 等 院 校 数学 系 和 计算 机 科学 系 的 教师 以 及 
.工厂 企业 、 科 研 单位 从 事 计 算 工 作 的 技术 人 员 移 考 。 

.本 丛书 网 读 者 介绍 近代 计算 方法 的 一 些 主要 进展 及 其 适 
用 范围 和 实用 效果 。 每 种 书 集中 介绍 一 个 专题 ， 针 对 本 专题 
的 近代 发 展 作 综合 性 的 介绍 , 内 容 简 明 扼 要 ,重点 突出 , 有 分 
析 , 有 评价 ， 力图 全 读者 对 该 专题 的 动向 和 发 展 趋势 旧 到 一 个 
完整 的 了 解 。 

本 从 书 已 拟定 的 选 题 计 有 : ΑΡΑ ΚΞ ΑΛΛΑ ΔΑ 
jk» «Jit 3b 3E δεν. «1 3818 185. «15 HER 4E fir e] RU X B 
. 列 夫 空间 引 论 ?、《 计 算 组 合 数学 ?、《 样 条 与 播 值 ?*、《 有 限 条 形 
法 3、 广义 计算 阵 及 其 计算 方法 >、《 非 线性 方程 送 代 解 法 >、 
《奇异 摄 动 中 的 边界 上 居 校 正法 ?、《 沃 尔 什 函数 理论 与 应 用》 
《多 硕 式 最 佳 珊 近 的 实现 ?、《 坏 条 件 党 微分 方程 数值 解 ?、《 误 
差分 析 》、《 最 小 二 翅 问 题 的 数值 解法 *、《 板 亮 问题 非 协调 方 
法 ?、《 外 推 法 及 其 应 用 ?》、《Monte Carlo Zr io, < 差分 格式 理 
论 >“《 高 维 偏 微分 方程 数值 解 ? 等 二 十 余 种 ， 于 一 九 八 口 年 初 
起 陆续 出 版 。 


引 — & 


外 推 法 , 即 外 推 极限 法 (Extrapolation to the limit) 或 延 
th tÈ ER iX (Deferred approach to the limit), 是 最 近 二 十 年 志 
速 发 展 的 一 种 计算 方法 , 目前 已 应 用 到 数值 计算 的 各 个 方面 . 
数值 积分 中 广泛 使 用 的 Romberg 积分 法 , 常 微分 方程 数值 解 
法 中 通常 最 有 效 的 GBS 算法 ， 就 是 外 推 法 ，1971 年 了 .了 
Joyce 的 综合 报告 ,全面 、 系 统 地 叙述 了 外 推 法 的 发 展 情 况 ， 
是 一 篇 难得 的 好 文章 . 

本 书 的 目的 , 是 以 Joyoe 的 报告 为 线索 , 参照 近年 来 发 表 
的 文献, 结合 作者 学 习 外 推 法 的 体会 , 对 外 推 法 的 理论 热 础 及 
应 用 , 作 比 较 系 统 的 介绍 。 全 书 共 分 三 部 分 ， 第 一 部 分 , 即 第 
15, 以 Romberg 外 推算 法 为 例 , 介绍 了 外 推 法 的 一 般 概念 、 
计算 步骤 和 历史 ， 第 二 部 分 ， 即 第 4、8、4 章 , 分 別 対 多項式 
外 推 法 、 有 理 式 外 推 法 和 e 算法 的 计算 格式 , 作 了 比较 详细 的 
推导 ; 并 讨论 了 格式 的 收敛 性 与 稳定 人 性. 第 三 部 分 , 即 第 5、 
6、7 章 , 介绍 了 外 推 法 的 应 用 .。 由 于 作者 水 平 有 限 ， 资 料 续 
E, 难免 有 不 少 错误 与 不 足 , 敬 请 读者 批评 指正 ， 

在 本 书 编写 过 程 中 ， 西 安 交通 大 学 游 兆 永 教授 和 上 海 科 
学 技术 出 版 社 理科 编辑 室 ， 给予 了 热情 的 鼓励 和 帮助 ， 借 此 
机 会 , 作者 议 向 他 们 表示 衷心 的 感谢 . 
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$15 
什么 叫 外 推 法 


$1 数学 史上 的 一 个 疑案 


为 了 说 明 什么 叫 外 推 法 ， 我 们 先 从 数学 史上 的 一 个 疑案 
BE. 

《 隋 书 . 律 历 志 ? 记 载 ， 我 国 南北 朝 时 代数 学 家 祖冲之 ( 公 
元 499---600 年 ) 算 出 了 圆周 率 

8.1415920-——8 .1415927. 
这 是 一 个 光辉 的 成 就 ， 这 样 精确 的 结果 ， 比 西方 早 了 一 千 多 
年 , 直到 十 五 世纪 中 期 阿拉 伯 数 学 家 al-Kashi 和 十 六 世纪 法 
国 数学 家 Vieta 才 打破 了 这 一 记录 .祖冲之 是 怎样 算出 来 的 
Wi: HE B ede, 现在 还 未 考证 清楚 . 

毫 无 疑问 ， 祖 冲 之 一 定 会 受到 魏 晋 时 代数 学 家 刘 微 的 影 
Wi. 刘 徽 在 公元 268 年 注 的 < 九 章 算术 > 中 , 算出 了 当时 世界 
上 最 精确 的 圆周 率 一 3.1416， 他 的 方法 是 从 半径 为 10 的 
圆 内 接 正六 边 形 出 发 ,逐步 算出 正 12. 324 48. 96 和 192 边 形 
的 面积 .他 指出 , 正 多 边 形 的 边 数 越 多 , 其 面积 就 越 接近 于 图 
的 面积 100 ヶ , 值得 注意 的 是 ,他 算出 天 = 3.1416， 并 不 是 计 
算 3072 辺 形 得 出来 前 。 他 的 算法 是 ， 先 算出 图 内 接 正 96, 
192 边 形 的 面积 

584 64 


S(86) =313 224,  $(192) =314 2E 


625” 8 
求 出 两 者 的 差 : 


8 (192) — S (96) = | 


RE ato MRA SR RU, “到 此 分 寸 之 三 十 六 ”， 妓 


5 MA S G92), 得 


64 36 _ 4 


这 里 引号 内 的 话 , 是 刘 微 的 原 话 , 现在 怎样 解释 , MRA, 
没有 定论 . 不 过 从 他 的 计算 过 程 来 看 , 他 是 利用 了 某 种 方法 ， 
根据 几 个 内 接 正 多 边 形 的 面积 ， 来 推算 这 种 多 边 形 边 数 无 
限 增 加 时 面积 的 极限 值 。 这 “ 某 种 方法 ， 可 能 就 是 现在 的 
Romberg 外 推 法 ， 而 祖冲之 算出 他 的 圆周 率 ， 也 可 能 是 现在 
的 Romberg 外 推 法 . 


$2 Romberg 外 推算 法 


利用 Romberg 外 推算 法 , 可 以 根据 圆 内 接 正二 . 三 、 四 、 
六 、 八 边 形 的 周 长 , 算出 跟 祖 冲 之 差不多 的 结果 .事实 上 , δὶ 
圆 的 直径 为 二 记 其 内 接 正 ^ 边 形 的 周 长 为 L(m)， W 
L(2) =2, 


L(3)= Y? 2.598076211, 
L(4) - / 8 々 2.828427125, 
L(6) —8, 
L(8) —44/2— «2 c2 .061467459. 
&h-L, T-L), 5 
T(^—T(h), i—0, 1, 2, ---, (1.2) 


NGL 2 η 
ん Τα )— παρα - ΤῸ} TOY 一 -T9, 


Τα -- 5 mer TREL—33- 
hi— hyn (aen)? —1 
; ο Q.8) 
列 接 表 1 可 得 表 2. | 
表 1 外 推 表 的 一 般 形 式 
πο 
τῷ TQ . 
Tp T» Tp 
το rp τῳ TẸ 
Te re το τῳ TP 
RI 计算 一 的 外 推 表 
2.000000000 


2.589070211 3.076537180 

2.823427125 3.124592586 3.140611055 

8.000000000 3.127258800 3.141480205 3.141588849 

8.061467459 3.140497049 3.141570032 3.141592411 8.141502848 


这 里 TO 为 表 中 第 站 列 的 第 4 RT τι 4 NASA 0 
Hun IR 2 中 


TI^ --3.141576632 Ty» 4- T1 —Ti 


hT 
= 83 . 140497049 
8.140497049 — 8. 1879358800 
十 1 ΤΡ 
(2/3) -1 
从 表 2 可 见 , erp eU (TO, TP, τῷ, …) RECP, T, 
τή», ο. TP) DR AXERRALCTS, TP, TP, =) 上 的 元 素 ， 
RALAT OG) HERR 旦 右 列 比 左 列 , 下行 比 上 


行 ， 下 一 对 角 线 比 上 一 对 角 线 ， 收 敛 速 度 越 来 越 快 ，7 交 一 
3.141592648 相当 于 祖冲之 的 圆周 率 近 似 值 . 

像 表 2 那样 , 利用 公式 .2) 和 (①.3), RRIHTE, 
用 来 近似 7⑰) 当 な >0 时 极限 值 ro 的 方法 ， 称 为 Romberg 
外 推算 法 ，T(h) 的 极限 信 r 往往 不 可 能 通过 有 限 次 算术 运 
算 求 出 来 ; 但 对 万 的 某 些 离散 数值 ん , ο, TO) 却 常常 可 
通过 有 限 次 、 比较 复杂 的 过 程 计算 出 来 , 而 且 可 用 来 近似 το, 
只 是 误差 较 大 ， 当 m>>0 时 , 由 (1.8) "p A, TO ETH 
TO. 的 线性 组 合 , 而 7 は P TO, πα Ε ΤΟΣ, ΤΡ. 
THP Τῷ, 的 线性 组 合 ,……, WET A TY e TO, TH, 
y TU ΙΑ ΜΙΑ, RD, TO), , TOM. 
REAA. TO Xt [1 το RIR E ME GE IC TO, Ta), -... 
T (ia) BIN, 因此, Romberg 外 推 法 ,实质 上 是 通过 zo 的 若 - 
干 离散 化 近似 值 史 (加 ) 的 适当 组 合 ， 来 推算 极限 值 rw， 即 用 
T? 来 近 似 το, 

如 果 把 Romberg 外 推 法 应 用 于 刘 微 的 数据 , 4e Am 
な ーー ΤΟ 7818.55, ΤΟ.) -814 ὡς, WEC), 
(1.3) 有 

TP —818 SE T$? — 814 s 

πι. "meo 
(o/h — 


64 584 - 
64 | 914 ggg SIS 625 


"uS τπτ 774338 — 
U^ (3/1) -1 


64 , 105/625 κ 64 , 85 
διά 6:0 στα 7814 6m 「 625 


7 の ー ダ の 
=314 


0.5. 


ROD ο κα το) 


分 接近 ， 这 说 明 刘 微 有 可 能 使 用 Romberg 外 推 法 , RAR 
《1.8) 算 了 一 步 。 祖冲之 生 在 刘 微 之 后 一 百 多 年 , 很 可 能 进 一 
步 使 用 Romberg 外 推 法 , 按 公式 (1.8) FE T IL. 

然而 刘 微 的 修正 项 毕 况 与 Romberg 外 推 法 的 修正 项 不 
[Ι. 也 许 刘 微 不 是 用 的 公式 (1.8), 而 是 用 的 别 的 公式 ， 但 
无 论 如 何 ， 他 总 是 利用 若干 了 Cw) 的 某 种 组 合 ， 来 推算 序列 
{T Un) Y 的 概 限 το 的 精确 近似 值 ， 只 是 计算 TP 不 一 定 按 公 
式 导 .3) 而 已 .现代 各 种 各 样 的 外 推 法 , 其 实 也 是 利用 

τρ. TO), T Os) 

的 适当 组 合 来 推算 极限 το 的 精确 近似 值 ， 只 是 采用 了 各 种 
各 样 的 公式 来 计算 Z 史 所 以 外 推 法 全 称 外 蕉 极限 法 ， 或 
称 延 伸 趋 限 法 ， 又 称 加 速 收 合法 看 来 刘 微 或 祖冲之 也 可 
能 采用 了 另外 一 种 外 推 法 ， 当 然 ， 这 些 都 只 是 猜测 ， 实 际 
铺 况 究 竟 如 何 ， 还 需 留 待考 古 新 发 现 和 数学 史 专 家 的 考 
证 . 


83 Romberg 算法 的 理论 根据 


前 面 我 们 看 到 ,从 o 的 几 个 粗略 近似 值 出 发 , 利用 Rom- 
berg 算法 便 能 得 出 严 的 精确 近似 值 . 这 是 什么 道理 呢 ? 下面 
来 回答 这 个 问题 . 

EAS ΕΈ 1, 则 其 内 接 正 上 边 形 的 周 长 


< の 
L(n =nsin 一 。 


按照 Tayor 公式 


ne 3, S 3] 


ΣΣ 


&hel, TQ) LO), ve C- Da Rh! kel, 
2 


り 5 则 

Th = t+ Hth tth t, (1.5) 
于 是 
T (h) -m= tih τοῖς M vh +, (1.6) 


T (a) ~ = tihi Hri TM, (1.7) 
RE T Uu) —o — L (n) 一 是 用 圆 内 接 正 πι 边 形 的 周 长 近 似 
πῇ εξ, BDRIBOEORADR. T (Qu) Xr UR ERIS. o m HIR 35, 
称 为 离散 化 误差 . 公式 (1.6) 称 为 了 Cw) 的 离散 化 误差 渐 近 
展开 式 ， 由 于 外 推 胡 中 了 = 了 (4), 公式 (1.6) 表 示 , 用 外 推 
表 中 0 列 元素 TO 近似 ヶ , 其 误差 为 (6). 

301.6), (1.7) 4 383€ hna, A2, RAR RA 及: 一 
h, 井 注意 公式 1.8), 则 得 


一 A T9 
T H 一 人 一 4+1 —-c 
i R 


= — hh [rat 7s (h; hia) 
Tor UR T RS Eheu) 
+r: (h thiha MEA MALO) e. 
RW, 用 外 推 表 中 第 1 列 元素 7 近似 w， 其 误差 比 0 列 
小 ,为 OC 加 加 :1)， 类 似 地 可 得 
om Git AS Πω 
LR -- 
aAA λένε [τη +H ta (hs +h t Mas) 
Ἔτσ (が TA hs 十 hia ΤΗΣ TA. ALS) +- -]. 


— 8 一 


THD MATS 
rp —— 
hi — hiss 
= — hh a sese Ts 

x (A3 +h thh ths) 十 …]， 
ου MP, 


hg — ha 
Lag i phiast 
X [vs -- e (ig 4 Aa thie aa ea) t]. 
(1.8) 
这 些 式 子 表明 , 外 推 表 中 的 列 号 越 大 , 即 Τη 的 m 越 大 , ΒΒ 
误差 的 阶 数 越 高 . 因此，Romberg 算法 的 计算 过 程 , 实质 上 是 
逐 列 消去 低 次 误差 项 、 逐 列 提高 误差 阶 数 的 过 程 , 从 而 能 逐步 
地 使 所 得 近似 值 越 来 越 精 确 . 
由 公式 性 .8) 还 可 知 , 在 表 2 中 
3.141592648— x = TP — a 
2 3 3 3 3 
= 所 (3) (8) (4) (8) (s) 
ジー0.55 x 1075. 
s 准确 到 小 数 点 后 十 位 数字 的 近似 值 为 83.1415926535， 它 同 
8.141592648 的 差 怡 好 是 0.55x10-8， 可 见 这 里 的 误差 估计 
是 很 精确 的 . 
从 上 面 公式 的 推导 来 看 , 如 果 把 严 改 为 另外 某 个 量 ro Ἐ 
J& 77( め 当 ん >0 時 的 概 限 値 , 面 ダダ ( め 具 有形 吉 ①.5) 的 漂 近 
EFA, 即 
T (0) = + Ti ttih trh t Hosh” Twti (OD) がり 
(1.9) 
那么 把 Romberg 外 推 法 (1,8) 应 用 于 离散 化 近似 值 人 7( ぬ )} 
同样 能 逐 列 消去 误差 项 , 使 所 得 近似 值 越 来 越 精确 .。 正 是 出 


Tg 


— 


Tic EUN, Romberg 外 推 法 有 着 广泛 的 应 用 . Romberg 
积分 法 就 Romberg 外 推 法 在 数值 积分 的 应 用 ， 在 那里 , 需求 
的 极限 值 zo 是 积分 | Sde, TO) 是 将 [a, DJA R K h 
小 区 间 时 , 按 梯形 求 积 公式 算出 的 积分 近似 值 , 而 一 
hh (41, 2, e), 

上 述 逐 步 消去 近似 值 中 误差 项 的 思想 , 是 L. F. Richard- 
son 1910 年 提出 来 的 , 因而 常 称 为 Richardson 外 推 法 ， 其 
X, 他 提出 这 算法 的 时 候 还 不 够 一 般 化 , 只 是 通过 二 、 三 个 离 
散 化 近似 值 消去 低 阶 误差 项 , 来 推算 精确 近似 值 , 即 具 接 公式 
《1.8) 计 算 外 推 吉 中 的 一 、 二 列 元 素 Ti? 和 TP, HEZA h 
外 推 、(W3、 有 外 推 ， 他 的 这 种 思想 许多 人 时 就 用 过 ， 如 
Huygens(1654) . Sheppard (1900)、Milne(1908) 以 Æ xij 4i. 
ΒΒ sb df AR L3) o3] EL Adr IP. k 的 误差 项 , 而 且 还 可 
以 逐步 消去 含 m? ἠδ, e 等 的 误差 项 , 这 是 1955 年 Romberg 
首先 看 出 来 的 。Richardson 的 功劳 , 在 于 他 裔 确 提出 了 如 外 
推 与 U2 及) 外 推 ; 并 且 应 用 到 多 种 问题 , 效 得 了 成 功 . 


$4 外 推算 法 在 计算 机 上 的 实现 


在 应 用 外 推 法 (不 仅 Romberg 算法 ) 时 , 离散 化 参数 数列 
(y 通常 取 作 单调 趋 于 0 的 正 数列 , 即 
と と ね テー… テ 0 H lim ん ー0. 


在 正常 情況 下 , HTTP BERRA (~i) "imahe eos, 
(3 M, (1.6) —- (1.8) dc ix 28 rpg HE ETE HI, πό ki, 
{πο} 会 单调 地 趋 于 极限 值 rw， 即 外 推 表 中 每 列 的 元 素 会 单 
调 地 趋 于 极 服 值 ro。。 毎 一 行 上 的 元素 , 由 于 逐 列 消去 低 次 误 


差 项 的 结果 , 自然 会 更 快 地 趋 于 极限 值 r*， 这 样 , 在 只 能 用 有 
限 位 数字 表示 数 的 计算 机 上 , 经 过 若干 计算 之 后 , 可 能 会 很 快 
得 到 το 的 足够 精确 的 近似 值 , 进一步 计算 的 意义 反而 会 被 舍 
入 误差 的 影响 所 淹没 。 因此 , 通常 一 旦 发 现 同行 或 同 列 相 邻 
二 元 素 相差 很 小 时 ,或 者 外 推 的 步 数 和 次 数 ( 即 外 推 表 的 列 数 
和 行 数 ) 太 大 时 , 例如 超过 事先 规定 的 数 Mi Manj, EEE 
HA. 在 尾数 为 8 位 、 12 位 的 机 器 上 , Μι 分 别 取 6、 10 较为 
适宜 如果 超过 Mi 或 收 , 仍 不 能 求 得 满意 的 近似 值 ， 说 明 
要 求 太 苛刻 , 或 者 用 过 的 Λος 加 、… 太 大 ， 或 者 形 为 (1.9) 的 
展开 式 不 存在 , 或 者 m 超过 了 (1.9) 中 的 W. 
在 许多 情况 下 , 越 小 , 离散 化 近似 值 人 (2) 的 计算 工作 
量 也 越 大 . 为 了 少 算 人 (hh) 多 作 外 推 ， 常 常 采取 如 下 计算 顺 
ΒΞ. 
πο ν 

-TPT 

>T PTP Τη)» 

>T ETP ΠΑΟ. ΤΘ.» 

κο ο οκ) 

κ κα ο 
这 就 是 说 , 外 推 表 常常 采用 一 行 一 行 地 逐 行 构造 的 方法 。 接 
照 这 种 顺序 计算 ， ών 阶 数 逐 列 提高 , 直到 最 后 元 
ATO τὲ Γ΄» 仍 不 能 满足 误差 要 求 时 ， 才 转 入 下行， 缩小 
ho, RAT), EEIE. 这 样 既 变 阶 又 缩小 加 往往 能 很 
快 满足 误差 要 求 , 停止 多 余 的 计算 ， 但 为 了 防止 同 列 元 素 相 
差 不 六 但 仍 远 离 极限 值 的 现象 , 最 好 规定 行 数 的 下 限 , 如 ms. 

在 逐 行 构造 外 推 表 的 过 程 中 , 任 一 元素 T» 算出 之 后 , 上 


一 行 的 前 列 元素 TE 一 般 不 再 使 用 ， 因 此 ,可 用 一 个 一 维 数 
组 如 4[0: MM] 来 存放 同一 行 的 元 素 ， 算 出 Τ᾽ 后 将 原来 存放 
TS. BIS RUE ΤΆ, 

根据 以 上 说 明 , Romberg 外 推 法 可 按 如 下 “程序 ”执行 ; 

1. To]; 

2. Yi=i~M 做 : 

(D ES T-Ds 

(2) 対 =1 ン min (6 Mi 徹 , 

(Di— Alm — 1]) / ( Qu / hi)? — 1) 2 Do, 
D,;4[m-1], が 博学 
(8) Dz»A[min(?, M1]; 
(4) iom. 时 检查 |.Do] 是 否 很 小 ? 着 是， 打印 结果 
Dı, 4 

8. 打印 失败 标志 ; 

4. ΕΙ. 
由 此 可 见 , 外 推算 法 的 程序 是 比较 简单 的 ， 

在 实际 应 用 中 , 参数 数列 Uu) 常常 使 用 以 下 三 种 ， 


Ha h= hb (0<0<1, 通常 5 一 地) 


Dp Žo ね ho lo h ho ... 
Ho (u= dio, Im, I, δ», ἴα, do, de, a), Β 


を 上 1 
2 


ὁ Ἡ 奇数 时 ムーAo/2 2 , ὁ 偶数 時 か =o/(8x28 γι. 
Hy hh=ho/ G+1). 

使 用 第 一 种 数列 万 : 时 4 REAA TREFA, 

例如 要 算 x， 按 刘 微 的 办 法 到 πν--, mm 12, ms 一 24,…, 即 

X 

hy ho/25, 


h= 1. 


6" 
— 10 — 


πι T (ho) =3( 内 接 正六 边 形 周 长 ), mi T Our) RIT Hi TOUR 
式 算出 : 

ΝΤΟ 
VIENI- AEQ C 
这 公式 是 根据 勾 股 定理 推出 来 的 。 如 果 内 接 正 多 边 形 的 边 数 
不 是 二 倍 地 增加 ， 则 不 可 能 推出 这 公式 ， 一 般 情 将 下 ,局 越 
小 ， 计 算 T 了 0) 的 工作 量 越 天。 此 时 ， 如 果 使 用 第 一 种 数列 
H, 由 于 缩小 较 快 , 计算 TO 的 工作 量 也 就 增加 较 快 , 因 
此 可 以 改 用 第 三 种 数列 五， 不 过 , 由 于 Hs 的 参数 及 缩小 太 
慢 , 计算 中 侈 入 误差 的 影响 较 大 ; 而 且 在 计算 了 (时 往往 难 
以 利用 以 前 算出 的 数据 ， 所 以 最 好 还 是 应 用 第 二 种 数列 Ha. 
注意 使 用 Ha 不 如 使 用 Hi 的 程序 简单 . 


T (x) 全 一 六 


$5 外 推 法 研究 的 问题 


Romberg 外 推算 法 计算 简单 ， 收 敛 快 ， 能 够 用 较 少 的 工 
作 量 获得 最 精确 的 结果 , ΠΠ HS TE Br. 缩小 离散 化 参数 、 自 
动 提高 精确 度 , 因而 受到 普遍 的 重视 ， 人 们 自然 要 问 ; 在 数值 
分 析 的 其 它 问题 中 , 对 于 某 种 离散 化 过 程 , 这 种 算法 是 否 也 能 
用 ? 由 于 Romberg 算法 实际 上 是 逐步 消去 过 . 约 那 类 离散 化 
近似 值 的 你 阶 误差 项 ， 这 就 必须 研究 该 种 离散 化 过 程 是 否 具 
有 以 ,9) 形 式 的 渐 近 展开 式 ?如 果 不 具有 这 种 形式 的 渐 近 展开 
式 , 能 否 将 离散 化 过 程 加 以 改造 , 使 具有 一 定形 式 的 渐 近 展开 
式 ? 或 者 是 否 还 有 新 的 ,更 好 、 更 一 般 的 外 推算 法 , 能 加 速 离散 
化 过 程 的 收敛 ?对 于 一 种 筑 法 , 它 的 理论 根据 、 应 用 范围 、 误 
EAr MAPE 稳定 性 等 等 , 自然 必然 研究 。 这 些 问题 也 就 
-构成 外 推 法 的 研究 内 容 ， 


第 mp di 
多項式 外 推 法 


$1 多 项 式 播 值 法 基础 


Romberg 外 推算 法 求 出 的 TS, HSURQOUS A ETO 
逐步 消去 误差 项 的 结果 , 也 可 看 作 了 (4) 的 村 和 值 多 项 式 当 =0 
时 的 值 。 为 了 说 明 这 一 点 , 也 为 了 进一步 推广 , 我们 先 回忆 一 
下 多 项 式 插 值 法 的 基本 知识 . 

大 家 知道 , 所 谓 函 数 了 (w) 的 插值 多 项 式 PO, 就 是 在 
m 十 1 个 节点 οι maa, t, rp 处 满足 插值 条 件 

Po (a) =f (a) (= dtl, =, i+m) (3.1 
的 次 数 至 多 为 m 的 多項式 这 里 假定 节点 互 不 相同 ， 设 
PX? (x) — ao d- arst aaa te og の (2.2) 
则 插值 条 件 (2.1) 相当 于 要 求 系数 ao, αι, …, am 满足 方程 组 
ἄρ - G4, 3- ont +H aat = f (σι) 
(k—4, ἐἠ-1, =, itm), (2.8) 
由 于 这 方程 组 的 系数 行列 式 (Vandermonde 行列 式 ) 


1 αι vl t e 


1 
V (a, Tj, t**, Vien) = 


ο ΣΕ esotoosorr.ee. 


2 
1 Dirm Uo Em It ήτα 
+m k-i 


= II TI (z—2) 0, (2.4) 


k-é4l j=i 


ἘΠ ΒΕΠ ELME—. XWH, 满足 插值 条 件 (2.1) 的 次 数 至 
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多 为 m 的 插值 多 项 式 存在 而 且 唯 一 ， 同 时 与 节点 的 顺序 无 
X. 

Ji [8 35 D SI 218 25 TIER 3E XSTE XX. 

一 种 , 是 Lagrange 插值 公式 


ΕΦ -- È な の 7@) 
- S[IT2-2-] fc, (2.5) 


k= L j=. Eg — 2. 
Ἀπ ΠΠ’ 表示 ;天 3 的 乘积 ， 这 公式 表 出 了 插值 多 项 式 为 节点 
处 函数 值 线性 组 合 的 特点 , 但 因 “ 组 合 系数 ”Li(8) 在 节点 变化 
村 需 从 头 计 算 , 它 不 便于 改变 节点 和 次 数 . 
3j— fb, Æ Newton 插值 公式 
PE (2) — Oi? 4- Of? (あー る) +0P (x — t) (1—81) He 
+09 (2—2)(2—241)*- (o, m-1). (2.6) 
它 也 可 以 改写 为 如 下 “ 链 锁 ”的 形式 : κ 
[PG =V (2) 20? + (s—2)V1 (0), 
Vi" (o) = OP+ (s—243)V$? (2), 
Vf (e) —O--(s—z42)V$ (2), (2.7) 


し エス ミミ で ミミ ミミ ドミ ミド トナ ミイ ミミ ミミ ミミ メト ミミ ミミ ミト ミミ ミミ テア ミミ マミ スミ ミミ] 


Vi (s) = Oma -- V2 (2), 
V$ (9) --ΟῬ, 
Q =t 注意 Py (μα) (μμ), WA 
yo VE ανν) =f (254), 
VP (Cwm) = OW, 


Vi? (2,4) =OP + (tire t) V Ra (8). 


AUA 
CP =V P (ο) =f a), 
Tm k=l, 2, …, m 时 
— 18 — 


VO? (4) =f (tirn) 


Φ OD 
Visus) 一 "Vna 0r (j=0, 1, ... ぁ ー1), 
rk — 91 


OP =V iE (tir). 

(2.8) 
根据 这 公式 可 算出 οὐ, OP, e, C, 然后 按 (2.7) 倒 算 ， 便 
可 算出 P% (2) 的 值 ， 从 (2.8) 可 知 , O8 是 由 一 系列 差 值 之 商 
构成 的 , HERJE σι, uaa, tt, Opa 处 函数 值 有 关 , 因此 称 为 
差 商 ， 记 为 fm, muss cns, Sox), 3585 Newton 公式 (2.6) 为 
差 商 插值 多 项 式 . 这 种 形式 的 插值 多 项 式 在 增加 一 个 节点 
Tumati, 系 数 O9, OP, =, OR 不変 , 只 需 再 算 一 个 C, 
因而 便于 增加 节点 , 提高 播 值 多 项 式 的 系数 . 不 过 , 要 是 改变 
初始 节点 ww 系数 OD, OP, e, OD 都 得 改变 ， 按 (2.8) 计算 
系数 就 不 大 方便 了 . 

EN ον tuens, Φε) OP 辐 El RN, WX 
ἐπε. Έτη μι ΒΚ ο 和 OD 来 直接 算 
出 ， 事 实 上 , 比较 (2.5) 和 (2.6) 中 最 高 次 第 2” 的 系数 , 可 知 

Ju tun '', tim) Om 3 eu ον 
ii IT G2) 
这 个 式 子 表明 , 差 商 f (m uas n, σι) ERA 94, iti 
… っ ra 的 函数 值 之 线性 组 合 , 关于 所 会 节点 对 称 , 因而 同 节 
点 顺序 无 关 . 这 样 ， 从 所 含 节 点 中 去 掉 αι 或 msm， 分 别 所 得 
低 除 差 商 nuu, ua, cn, tm) 一 CU 与 fü, vu ce, 
Vos -1) 7 Osca 当然 也 是 所 含 节 点 函数 值 的 线性 组 合 , 因此 应 
有 
Of? -a0$*3-- BO. 
Bp 


— 14 — 


S fo S L) 


=a や 


比较 两 边 /co 和 f (mos) 的 系 数 , 可 得 
B-—l/(m—m744), a—1/(&im—m)- R. 
敵 有 


ο - οι 
Tm — 24 
25 ... -- f£. "e Ὁ ー 
EPA i41, > Vi+m) f 4, » Diim 2 (2.9) 


0g = 


S em -- 9 


这 便 是 通过 低 阶 差 商 计算 差 商 的 递 推 公式 。 差 商 OD 也 可 像 
玫 工 那样 列 成 表 ， 只 是 把 TO OR Οὐ, X4ERQ.9) PW. A 
用 这 个 表 ， 在 增加 节点 或 改变 起 始 节 点 时 , 按 (2.7) 计 算 差 商 - 
插值 多 项 式 PP (o) 的 值 , 就 比较 方便 了 . 
再 一 种 , 是 Neville REAR 
PP (ο) =f (a), 
P? ( ぁ ) = (ω-- οι) Pht? (ο) — (E -tuem PO (e) . 


Ue Vi 
(2.10). 
当 和 = 工时 , 这 公式 变 为 


PP (2) = (@ ー る り / (σι) — (Gr f (m) 


2443 7 04 
这 正 是 线性 插值 公式 ， 了 Ps (wo) 可 看 成 是 由 低 次 捅 值 多 项 式 按 : 
线性 插 信 公式 构造 出 来 的 ， 因此 Neville 插值 公式 也 称 为 逐 
次 线性 插值 公式 ， 显 然 ,， PB (9) 是 次 数 至 多 为 m 的 多項式. 
为 了 证 明 它 确实 是 插值 多 项 式 ， 尚 需 证 明 它 满足 插值 条 件 
(2.1)， 这 可 用 数学 归纳 法 证 明 。 显然 mm 一 0 时 P? () ΝΑ 
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插值 条 件 (2.1)， 现 设 Εως æ) 和 Pra Qe) 满足 播 值 条 件 
(2.1), 即 设 | 
PEP (m) =f (m), bitl, 442, =, i+m, 
Pi —f (e), k=i, i+l, ''', i+m—t, 
那么 , 由 (2.10) 可 知 
po (ον 9- (αι zu) (n). fv), 


μαι Ve 


po ον m) = a (Zirm) 一 0 = f (tun), 


m— 44 


P? (2) = (a, — m) το — (Ey— bitm) S () =f (e) 


e, σι 
(k=i+1, 4153, =, é4-m— 1), 
这 表明 Pw (%) 确 实 满足 插值 条 件 (2.1), P Qo) np DL SE IR E 
1 ΜΑΗΝΕ, ΠΕ Το 改 为 Po (四 冯 可 ， 从 这 样 的 表格 
ἘΠ, Κα) Suas co, om 增加 一 节点 μαι, 要 算 相 应 搬 值 
A PuixGe) 的 值 , 只 要 按 (2.10) 再 算 一 行 元 素 
の =, Parle). 

这 一 行 个 数 第 二 个 元 素 是 将 起 始 节点 必 改 为 mxz 时 的 揪 值 
ERAH P (z)， 由 此 可 见 ， 逐 次 线性 插值 公 式 (2.10) 特 
— 别 活 宜 寺 变 动 节 点 、 提 高 次 数 时 计算 插值 多 项 式 的 值 . 

_ 利用 微分 学 中 合 定 理 可以 年 明 , 插值 多 项 式 Pw GB 
2s 

PP の ーッ = OT a-a), an 

其 中 上 在 ob ーッ mas Pme Z SJ. 


82 多 项 式 外 推 法 及 其 推广 
前 面 提 到 ，Romberg 外 推 法 算出 的 TO, 是 了 (及 的 插值 
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多 项 式 当 1-0 时 的 值 ， 现 在 予以 证 明 , 今 @= が , ME 
(2.10), /(α) ~=T 了 (h) 满 足 插值 条 件 
PO (mm) m fm) —T Chg) (ki, il, =, ἑή-πο) 
的 插值 多 项 式 P (a), CE h=0 时 的 值 P8(0) 应 按 下 式 计 
算 . 
Pi (0) =T (h), 
| pi o) — Hs PB (0) — PEP (0) 


$+ hi 


EAR (1.2). (1.8), 便 知 7 かー ニア が (0). 
利用 插值 多 项 式 的 误差 公式 (2.11)， 很 容易 导出 Rom- 
berg 外 推算 法 的 误差 估计 式 ， 事 实 上 , 当 了 T 了 (有 有 (i.9) 形 式 
的 浙 近 展开 式 时 ， 
f (à) =T(h) —x9-v40-- Ta Tg + 
fe (0) = (m--1) reas, 
故 接 公式 (2.1) | 
T? —7,—P2(0)—T(0) 
RÀ — Vui T (=) l 
—(—1) v, abiti him. 
这 一 误差 估计 式 跟 (1.8) 是 一 致 的 . 
类 似 地 , 如 果 离 散 化 近似 值 (有) 具有 渐 近 展开 式 
T (h) = vo τις) Hih titish hh, 
(2.12) 
& cM, [3 ᾿ίο)--Τ(;) {488 45π|5} P2) 当 5 一 0 时 的 
i PEO ELM TCO), 即 全 TP — PE C0) 近似 το, 则 按 公 式 
《2.10) 有 
a T? —T(h), (2.13) 
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4 な 
hmT ka MT at 


TY = - 2.14 
ien τ hi ( ) 
qoc» mo 
一 κει 十 πι--1 m~l j 
Ώρα —1 
而 按 公式 (2.11) 有 
Τῷ — to% (— 1) v Maa him. (2 .15) 


$38 (2.13), (2.14) 推算 vo 近似 值 T? 的 方法 ， 称 为 多 项 
式 外 推 法 或 Neville 外 推算 法 . 它 是 1964 Æ R. Bulirsch 
提出 来 的 . 

Romberg 外 推算 法 实质 上 是 多 项 式 外 推 法 当 7=2 时 的 
特殊 情 形 . 公式 (2.,13) 与 公式 .2) 完 全 一 样 ， 递 推 公式 
(2.14) 则 与 公式 人 .3) 不 同 . 其 它 外 推算 法 也 是 这 样 ， 均 有 
TP-T(h), 只 是 递 推 公式 不 同 ， 因 此 , 今后 如 无 特别 声明 ， 
对 一 种 外 推算 法 , 只 写 出 其 递 推 公式 . 

如果 7( め 具有 如 下 形式 的 新 近 展 弁 式 

T (1) --το viia en Hinh my (B) Pn, 
(2.16) 
ἘΠ rura mr mea, 我 们 也 可 用 递 推 公式 (2.14) 
来 计算 人 (0) 的 较 精 确 近 似 值 TIP, 
T€ T (a) EDT). , Quam 
即 作 が 外 推 .。 但 是 ,如果 τιμη, 对 于 一 般 的 参数 数列 UV, 
却 不 能 用 递 推 公式 (2.14) 来 作 进一步 的 外 推 . 不 过 , 对 于 特 
殊 的 、 然 而 常用 的 第 一 种 参数 数列 Πι, 即 ん = が , 则 有 类 似 
于 Neville 算法 的 Bulirseh-Stoer 外 推算 法 , 其 递 推 公式 为 
TO= THR — OT a 
nU d-bm 
ΤΡ TY 


= ΤΩ 
m—i + πι. 1 


(9.18) 
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这 种 算法 是 1964 年 BR. Bulirsch 和 J. Stoer 提出 来 的 ， 
可 以 证 明 , 按 这 种 算法 算出 的 TH， 相 当 于 满足 插值 条 件 
POC) =T Ch), k=i, ὑἠ-1, …, itm (9.19). 
的 “多項式 ” 
PR (ο) =aotah taah" 4- e tanh" 
当 有 =0 时 的 值 , 即 7 ゆー ア が (0). 事実 上 , λεν. 
7 4, RA FIHA: 


(a) AT = S oe (hy), 
Κεἰ 
(b) 41 --1, (2.20) 
(ο) Anh --θ, j-71, 2, Um, 
那么 ， 


ATQ) = S ORT Cu) — SS ORPO (o) -A Pe) 
e An (aot aht tanh") mas m PO (0), 
这 就 是 说 ， 计 算 P8(0) 相当 于 确定 ΔΑ 的 值 ， 然 而 。 
AST (x) MERE 0 3C OLER. 根据 (a) 和 (0) 知 


07 Atri EOR Mm SO by 
=: ἷ-- 


Apos BORD), j=l, 3, o, m, 
这 说 明 ,5"(j 一 1, 2, …。 mm) 恰 是 多 项 式 
Q? (e) - OR 
的 根 ,因而 
Q (2) - ATI (a- ir^, 


A 为 常数 ， 但 由 性 质 (b)， 
1ー4 ュ ー $ Our qp) - AT - v2, 
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- 1 

qd 

qe c) - Tl 生計 

BERTI, QP(OR J AT 
ανω - Q9) - i στη, (2.21) 
の 

PO =A PPA) = S ORTOS) 


所 以 


- È ORT (ων) = SORT). 


(2.22) 
由 (2.21) 可 得 
| QP (の - 257 Q9. (0). 
比较 两 边 2 同 次 宕 的 系数 ， 和 
0R | oo - omi, 
ーー m-1), 
η; i 
PEO — rs [ots Ou) 00T h) 


十 S (Oi u.a 一 bmOm, x) T uy) } 
η エー [3 2i Om, paT Curr) 一 の =. 


x 5 Ον ιο] (uix) } 


— 20 一 


rr 12 5l Owa, T (Puriss) — WP. o. so) 


= {PO0) - iP). 


比较 (2.18)， 可 见 计算 Ts 与 fw%(0) 的 公式 完 完全 相同 , 因此 
TH = PG 200). 证 毕 . 

前 面 指出 ,多 项 式 外 推 法 的 实质 ,是 用 TC) B LA DS 

Pi? (À) « ag4- αχ” Haah” + - Lau t (2.28) 

的 值 P%(0) 来 近似 极限 值 Z(0)， 计 算 播 值 多 项 式 值 的 方法 ， 
有 Neville 捅 值 公式 、Nevwton 差 商 搬 值 公式 和 Lagrange jfi 
值 公式 . 利用 Neville 揪 值 公式 , 我 们 已 得 到 了 Neville 外 推 
算法 (2.14). 利用 后 二 种 插值 公式 , 则 得 出 另外 两 类 多 项 式 
外 推算 法 . 07 | _ 

利用 Newton 差 商 岳 信 公式 (2.9)、(2:7 の 時 , ΠΟ 


an 4 
g? = Οὐ — OR 
m 


な ュー 7 


然后 再 算 Ἢ 
V2(0-0$, 
V$(0)—O9—AhVÉQO0)  (Ek-—m-1, m-3, - 0), 
PWO =V P0). 
比 起 Neville 外 推 算法 (2.14) 来 , ο EN 
f. 
利用 Lagrange 插值 公式 (2.5) 时 , 可 得 外 推 公式 


T (0); PH (0) = OST (h), (2.24) 


其 中 Oni Ir 


对 于 一 些 具体 的 参数 数列 a, AMEAXG. 24) 可 具体 地 写 
出来 . 
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rー1 的 有 
πο» κῶν +2T 8/2), (2.25) 


T(0z- si (T (ho) — 6T (55/2) -- 8T (ho/4)}, 
"T(0) ul {T cho) —8T (,/2) --9T (h9/8)), 


σος (- T (ho) 4-24T (ho/2) —81T (ho/83) 


κο 
P(O) i {~T (ho) 147 (8/2) - GT (ho/4) 
+647(o/3}」 
T(0) ed. {-- 8T 0/2) +817 (ho/8) — 192P (ho/4) 
+1257 (ho/5)}, 


T(0) ul (— 343T (ho/7) +1536T (20/8) 
πίων, 
T(0) e. {-- r6T (8/12) +2197T (ho/13) 
— 2T44T (10/14) +1125T (ho/15)}, 
T(0) =t (—491977 (ho/17) 4-174967 (ho/18) 
— 20577P(ho/19) 4-800077 (ho/20)}, 
T(0) dr {T (ho) — 64T (ho/2) +486T (hs /8) 
- T0247 (ho/4) +6257 (ho/B)}, 
TCO) = yt- (T) — 80T (ho/2) +2807 (ho/4) 
—960T' (ho/8) + 1024T (ho/16)}, 


T(0)z 高 (T (hy) — 60T (ho/2) 2-405 (ho/8) 
— 640T (ho/4) + 824T (ho/6)}. 
r=2 时 ,有 
T(0) SE C^ T (ho) 4-47 0«/2)), (2.26) 


T(0)z ~ {5T (ho) — 128T (ho/2) + 2487 (ho/3)} , 


T(0) zl. {T (ho) — 207 (4,/2) -64T (ho/4)}, 


TOZ (— TT (ho) 4-896T (ho/2) 


—6561T (ho/3) +8192T (h/4)), 
TO=- {- T (ho) +84T (ho/2) 一 13447 (ho/ 4) 


.-.. 
TO SENS {42T (ho) — 345167 (ho/2) 


--B31441T (ho/8) — 20971527 (ho/4) 
T9081257 Qu), 


T 550 (T (ho) — 560T (ho/2) --10985T (ho) 
— 827887 (h,/4) 4-849927 (4,/8)) , 


TO ター ニー 


T(0z 


Tm gg. (D (ho) — 8407 (ho/2) - 228487 Q4) 
— 848160T (ho/8) 10485767 (ho/16)). 


利用 (2.25) 或 (2.26) 中 某 一 公式 , WH (2.20) Sub RUE 
它 公 式 ， 来 推算 卫 (0) 的 算法 ， 统 称 为 Lagrange 外 推 算法 . 
《2.25) 中 第 六 到 第 九 个 公式 , 基 1954 年 E. Balzer 提出 来 的 . 


SR, XCTEDERM Z3 US, 利用 Lagrange 外 推算 法 是 十 分 
方便 的 .但 要 改变 参数 AQ 就 不 方便 了 . 
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在 一 最 情況 下 , 离散 化 近似 值 2 与 极限 值 Z(9) 之 间 ， 
可 能 存在 如 下 形式 的 浙 近 展开 式 
Th) = ropoh) + vir (0 4---- 
tenp (h) Hrn Apah), — (3.27) 
其 中 το, τι, ''', τν ὃς, trah 148, 
poh) —1, lim Jua (0) / ph) =0, (2.28) 
此 时 , 8401 Η 4918 ΡΗ RE ΠΗ A Ip (2 19) 88 E CT 
PR h) — ago h) Hanpi (A) + +ambm(h) (2.99) 
当 ぁ =0 時 的 僅 Wー ア だ 0) 来 推算 T (0) — ze. 
ΑΦΗΣ 81555 了 が な ( め 存在 面 且 唯一 , mE AE 
(2.19) 对 应 的 方程 组 
aoto hr) + ara Pn) H A ams hr) =T (h) 
(k=i, ὁ-Ἴ-1, =, $m) (2.80) 
的 解 (co αι, …，an) 存 在 而 且 唯一 ， 由 线性 方程 组 的 理论 知 
道 , 这 相当 于 要 求 方程 组 (2.30) 的 系数 行列 式 不 等 于 0 即 广 
义 Vandermonde 行列 式 
fo 
し ur c] 
VoU.) PRD … Plh) 
= Vo (1) Via) t Vim (7i) -ο, (2.81) 


CK タメ ミミ ミコ ミュ トミ ミミ ミミ ミミ トミ ミミ ミミ すす ミミ で ミミ トミ すす すき すす すま すき すす 


Vom) auem) … Ven) 


对 区 间 T 上 任意 ww 十 1 介 点 ん hai e, hus 満足 (2.81) 的 
连续 函数 组 (yo ψι, …, 了 wn) 称 为 切 比 圭 夫 函数 组 .因此 , 对 
区 同 了 上 任意 m% 十 1 个 点 δι, Pa, の Άρνη, 要 求 满足 插值 条 
件 (2.30) 的 “多 项 式 ”P%(h) 存 在 而 且 唯 一 ， 相 当 于 要 求 (wo， 
Us, cn, MEERA. FE, REE ψι, ''', 
ym) 是 包含 一 0 的 某 个 区 间 工 上 的 切 比 雪夫 函数 组 , HRK E 
项 式 ”(2.29) 为 广义 插值 多 项 式 . 
由 于 条 件 (2.81) 也 是 线性 齐 次 方程 组 
agro (Ju) 47 4i (Pu) + abr hr) =0 
(k—à, 6-1, ^o, +m) (2.82) 
没有 非 零 解 的 充 要 条 件 , 因此 说 (yo, ψι, …, ym) 是 区 间 工 上 
的 切 比 雪夫 函数 组 ,也 等 价 于 说 , Vo Yu ''', ψ 的 任何 非 堆 
的 线性 组 合 ， 即 系数 ασ, αι, …, am 不 全 为 零 的 广义 多 项 式 ,， 
在 区 闻 工 上 至 多 有 m 个 零点 。 设 有 函数 序列 {ψὰ, WRN 
任意 m ΣΕ (ψο, ψι, ---, Wo) 都 是 区 闻 工 上 的 切 比 雪夫 项 数 
组 , 则 称 (Uu 为 区 间 工 上 的 完全 切 比 雪夫 函数 系 ， 以 后 我 们 
假定 (5) 是 在 包含 =0 的 某 个 区 间 荆 上 的 完全 切 比 雪夫 函 
数 系 。 利用 (2. 急 不 难 验 证 ， 仿 呈 是 任意 区 间 工 上 的 完全 切 
比 雪夫 函数 系 ， 
现在 我 们 来 导出 计算 广义 手 信 多 基 项 式 PPR S A 
x. 由 于 从 (2.80) 解 出 的 ao, αι, … ッ am FÈ T (fn) =i, 了 十 
1, -iH R REAA, 代入 (2 .29), PPA H REE T On) 
KREEG, 89 OBITU) 36. PHPO PRR 
情况 也 是 如 此 ， 所 以 , 可 设想 
PO) =D PP Mu PR (ς᾽). (2.88) 
上身 广 义 揪 值 多 项 式 的 叭 一 性 可 知 , Th) = 中 (の -18, 
Pg (h) — PR (h) = PRA) = e(h) —1, 
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《2.88) 变 为 
L=) Hul), 所 以 w=). 
M TQ) cus (Oi, PPA eds 0), ERR A 
EMR PEPA), ΡΦΙ(Λ) H PEPA), PO. OO, W 
(2.33) 4E Jy 
anh) e (0) PGP CR) Hu Pal), 
由 此 可 解 出 ， 
A) = YA) - P, (8) 


EP PEA 


(h) -- E (2.84) 
34 hth, uuu, se, hum 时， 这 里 的 分 母 不 会 等 于 0， 这 是 因 
为 , CE dio, ψι, … uci 的 线性 组 合 ,+41 Mta, ---, emi 
是 它 的 一 工 个 零点 ， 如 果 组 合 系数 不 全 为 0， 由 于 yo, ψι, 
,Wm-z 为 切 比 雪夫 函数 组 , 它 就 不 应 再 有 零点 ; 如 果 组 合 系 
数 全 为 0, πι Por) S PO.IU), ἘΠ 3 ἆς δα αὐ, ax 
…，cnm-1 满 足 对 应 于 (2.30) 的 方程 组 
Golfo (A) arpi r) ντε H7 m aU) 一 の (ん) 0 
(οὐ, ὁπ-1, =, itm), 
这 方程 组 有 非 零 解 (ao, αι, …, αι, -1), 故 系 数 行列 式 
Vo, ψι, ''', Pa 
d (> hai, ーッ リー 
送 同 (3.31) 矛 盾 . 
将 (3.34) 代 入 (2.33), 并 令 eT (5) SER] AMELIA 
PO (A) B RE, 即 
es T (h) Εν) - ΤΟ), (2.56) 
nj 


PO (h) = Seta A PET (3) et hn C) P S (8) 
m (ὦ) 65 ibn (t) 一 DEUM (の 


十 Pt ( あ ) pe 1 (hk) 

ms PU+1) Bro NP (2 

Pg" (h) + 2 の EON NO ON (2.36) 
Πρ) κ 


将 下 (从 2, (h) (jm MR X, PER (2.85), 则 得 
4 a εἰ} bu (δ) PHP) —e DU, (À) PE 1 (5) od 
HONEC ee 
= (62.5, A LPS (A) 一 の] 
ー の は (が TP h) 一 ro 
e bn Ch 一 6 は (が 1, 
即 
- e ab, Ch et Pr, (A) -- εν Pu e (0) 
ec y, ( め e NUR ん ) 一 En T hn h ) : 
= i+1 etip h) ea Dy (ん , 
Ph, (h) en d C, TOMA . 0.87) 
up.) - 
公式 (2.36) 就 是 计算 广义 插值 多 项 式 PO (D) S bEASR, 其 
中 用 到 的 ἀρ sa (2 和 eS (A) 可 根据 道 推 公式 (9.37) 預 
先 算出 : 当然 , =0 時 ᾿ 
ΡΟ) ATC), 
ef^, h) =p ha) 一 (の. | 
Ó* TU UE ARAR MTO), A0, {18 
P8 (0) = の 注意 由 条 件 (2.28) 知 p0) -0(j0), 便 得 
T? =T (h), | 
e abs (OTEP et PU CO TP, 
εἰν αψ (0) — esi yn 0) 
rni PHD —T 4 
CT EQ T ὑπο; Γ᾽ 
eit fm (0) 


TH = 


(2.88) 
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⑳ ゆ (0) s), 


«Ὁ e s (Dent, (0) 一 Eni yn (0) er a CO) 
en (0) = ποσο 


一 et πο. (2.89) 
e. (0) (0) 
利用 递 推 公式 (3.38) 推 算 2(0) 近 似 值 .298 的 方法 称 为 Muhl- 
bach 外 推算 法 . 它 是 1976 年 G. Mühlbach 提出 来 的 . (2.38) 
中 所 用 的 6; ια (0) eI, (0) ΠΊΗΤΕ (2.89) 算出 . 
显然 , 递 推 公式 (2.38) 类 似 于 (1T.8) , (2.14) $8 (2.18), 但 
比较 复杂 ， 需 要 另外 计算 οὐ ads CO) Le DIS (0), TREE, 3X 
85 ΕΠΕ T(A)3:3e, 一旦 选 定 ἵψὰ 和 Uu), 就 可 预先 算出 。 注 
意 (2.89) 类 似 于 (2.88), 上 只 要 把 (2.38) 中 的 TB, MTEP 分 
别 换 为 Lap (OR et O0), 就 变 为 (2.39), 因而 εψιο) 
TUTO 的 计算 过 程 相同 。 然而 ,根据 广义 插值 多 项 式 的 唯一 
性 可 知 , 04 mz πῇ ePi (5) —0, 所 以 实际 具 需 计算 sr(0)， 
eP CO), =, er(0)， | 
余 項 et T(hyff e isCO) ye WT ΓΝ. Vandermonde 行列 
式 来 表示 和 计算 ， 事 实 上 , 由 插值 条 件 (2.30) 和 PT CA) i s 
义 (2.85) 有 
Goo (i) + +H agb (οκ) — 1 T (y) =0 
(b=, à4-1, …, itm), 
aoo (i) + + aba (3) — 1» [ETT (1) 4- T (&) ] =0. 
这 是 (ao, αι, s, ἄπ, 一 1) 的 线性 齐 次 方程 组 , 它 有 非 零 解 , 故 


polh) --- Palha) T (h) +0 
Vo Ca) t Us hirm) T (eu) T0: =0, 
Poh) … db (RÀ) Th e T (h) 
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从 而 2m 
δ ho, sis, {η | Mos rs Pa 
- APU = | "s Ur. hirm, N rs Ut, Drm ) 
| | . - 0.40) 
人 7( の = あみ ( め の , h-0, 得 
4 ーー po, ---; ψα, y, Jo, c, Uu 
ον 4 κ e, Ritm, 人 t) ἄμ 
注意 dy) —1, (0) 2000-0, 上 式 中 分 子 
oC … ws iA) 


Wo lism) ーー Un tiem) -hi Chim) 
1 … 0 0 


= m48 Vu, ty rus, 由 "1 
mitt) 


PO Conv 


E Gh) 07) 前 具体 情況 下 , A. 41)2 T1 PER BTE 
一 行 中 提出 公 因子 加 ， 从 第 二 行 中 提 ΒΔΕ Λία, …, 从 
38 το--1 行 中 提出 公 因 子 Min, 则 得 
| y f do, ''', Pai κ) 
e$ (0) = (3) "MB, Ma, es tes ha ο 
v Ut Un 


hi mu" Riim 
由 此 可 见 | 


| en ψπια(ο) = (- 1) AL Man, 
e; (0) = -- 1) μι." A, * メ 0 (j>m+1), 
(2.42) 


其 中 ol 高) 表示 I BAREIN. 于 是 
efm (0) {όν bm (0) — / Mim, 
代入 (2.88)， 则 得 到 (2.14)， 这 说 明 ，Neville 外 推算 法 
(2.14) 及 7=2 时 的 Romberg 外 推算 法 (1.8)， 是 Mühlbach 
外 推算 法 的 特殊 情形 . 
HE G) = AR) T = が 的 特殊 情況 下 , 
WW ψο, rs na 
e. oui (0) _ An US e]. AM y Im 
PASO) 6 τὴν Pn ) 4M κ’ Paai ) 
ἦι, UU, Dem h, Ut Demi 
对 右边 第 一 个 分 式 的 分 母 行 列 式 ,由 各 列 分 别提 出 公 因子 如 
δή, …, bm， 则 所 得 行列 式 与 分 子 相 同 ; 对 第 二 个 分 式 的 分 子 
行列 式 , 由 各 列 分 别提 出 1 δ", …, b'"*, 则 所 得 行列 式 与 分 
Bl. 于 是 


e. Wa _ 1 pns prm bote 
“πο — bine ' 


将 此 结果 代入 (2.38), 4/8 (2.18), 这 说 明 ，Bulirsch-Stoer 
外 推算 法 是 Mühlbach 外 推算 法 的 特殊 情形 . 
对 于 (400) 一 {27}, 按照 公式 (2.89) 可 得 
Pis (0) = by (la) =h m hob”, 


Kn (0) = hy bin. hyper; 一 ἀρδύτΌτι. hy bin 
i rj n hpbi hb Dr 


ibn 
= h; jpn " 
m r m の ウー brx 
ewp O0) =h TI ーー テー (2.48) 
ài ユー の * 
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$4 广义 多 项 式 插值 法 与 
Richardson 外 推 法 的 关系 


广义 插值 多 项 式 PW8(Ch) 可 以 看 成 从 人 (有 的 近似 多 项 式 
PP) =T h) 
HARPER aA), Tapah) ・… 的 第 果 . ETF: 
出 (2.27), 即 
T (h) —vo--vula(h) A-vajs (5) te, 
SUITS 
PCR) =T (Ay) = Tot vili (s) Hiap 74) + 
二 式 相 减 , 得 
20 (0) = の (+ hi) 一 (が ] 
+tallpa fu) 一 ゆ s( め の ] 十 … 
=T (h) +r palh) Hreha) +e, (2.44) 
RE vue palh), vae pa (A). e 是 了 (加 的 近似 多 项 式 PPA) 
包含 的 误差 项 .由 此 式 得 
PEP =T (h) τι Dj (A) τε ba (A) 十 …。 
Ημ, (2.44) ΠΕ palh), eJ (0), RARR, 井 
ERLA eq (A) --ε 9,0), ΜΒ 


eu, (h) PH? (h) -- e Ch) PP (か 
εὖ ψι() — ef pb 
=T (h) 4-vs eu, (09) σκι E Ἢ τ φον. s 
18138 (2.96). (2.87), WABI 
P$ (à) =T (h) + vseiPips (h)) + Tae yslh) + 
这 说 明 , PP (h) EJ. PECA) — T (y) PREK MRE eda (2) 
Μπα, ERER vei pah), Te. ph), … 和 锋 项 误差 。 一 
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般 , 当 < が 时 , 设 有 
アア が ュ ( か ニーダ ( め の + vati, nias (A) Hm Umi (À) 十 … 
则 
PSP (h) =P Ch) «τος Pos Ch) mai Pi sa (B) + 

由 此 二 式 得 

e bn (Rh) Pit (1) — ePi (2) PO Ch) 

e? aba) — etim Uo) 
zT) vua [e ba et Phi (Rh) 
enir pm (o) 6 pmri(h)]/ Lem bm (19) 
dt! 8] + 

ARH (2.56). (2.87), 此 式 赤 即 

PO ( め デア (が + Tmt1e mt (h) T Tm a6 dra (Po) Tn 

(2.45y 

这 样 , 我 们 便 用 数学 归纳 法 证 明了 (2.45), 即 证 明了 广义 插值 
多項式 P89 (有 是 由 了 (如 的 近似 式 了 (4) 一 P8 中 逐步 消 
去 误差 项 的 结果 ; 它 作为 荆 ( 思 的 近似 式 ， 只 含有 首 项 是 
as Pm AEREN τ ΒΝ, 广义 播 值 多 项 式 
Pg (h), 是 对 了 了 (有) 应 用 Richardson 外 推 法 的 结果 . 

作为 特例 , Tie — Py (0) E ER LEM. T (O) B y PR T C) 
中 逐步 消去 误差 项 的 结果 ， 这 说 明 , 广义 多 项 式 外 推 法 ， 妈 
Mühlbach 外 推 法 , 也 是 Richardson 外 推 法 . 这 还 说 明 , 対 固 
EK ὁ, 随 着 mw 的 增加 , 7 的 误差 阶 数 逐 步 提高 正 是 由 于 
这 个 原因 , 广义 多 项 式 外 推 法 ， 可 用 来 加 速 YO… り } 的 收敛 ， 
成 为 数值 计算 的 在 力 工 具 ， 当 然 , 这 些 话 都 只 是 在 πι ΟΝ OR, 
渐 近 展开 式 (2.27)) 时 才 成 立 ， 如 果 mN, WRR e 
T. 渐 近 展开 式 (2.27) 不 存在 , 可 看 作 パー0 tyh) 
定 有 界 . 这 时 广义 多 项 式 外 推 法 未 必 加 速 收敛 
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$5 误差 估计 


由 公式 (2. 人 5) 立即 可 得 Την 的 误差 表示 式 
T?) — T(0) = Voie Umi (0) Test Uns (0) 十 …， 
(9.46) 
当然 , 这 里 MN, 
在 和 于 = 了 切 生 的 情况 下 ， 即 对 多 项 式 外 推 法 ， 由 (2.46) 
和 (2.42) 得 到 
TO —T(0) 一 ( —1)" M haies {tmr 0(h1)). 
(2.41) 
在 (1) = Όψη T カー が (0< め 6<1) 的 情況 下 , 即 対 Bu- 
lirsoh-Stoer 外 推算 法 , 由 (2.46) 和 (2.43) 得 


T$? -T(0 一 
Tms m brns — hrs - 
η 11 +ー P 十 
(ον An Πο 
( 1) 4 b H ュー が 
κ {Tmi d- o ( A minm) } . (2 48) 


利用 类 似 于 (2.20) 定 义 的 线性 外 推算 子 ， 我 们 可 以 导出 
τὸ 的 误差 的 另 一 种 表示 式 . 
设 线性 外 推算 子 A, 具有 如 下 性 质 : 
(a) ALT (b) = S OST (S), 
(b 4 ユニ 1。 一 (2.49) 
(ο) Adh) =0 (7ー1 2, ---, m), 
那么 ,对 于 广义 揪 值 多 项 式 PPH), 
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ALT = DORT o) ο ο m A Pit) 


k-d 
= Ai, (È ah) == PP CO). 


XPE, 7 ニア が (0) 不 伝 可以 看 成 時 和信 P8P(0) 中 逐步 消去 
低 次 误差 项 的 结果 ， 还 可 以 看 成 是 线性 外 推算 子 AS 作用 于 
TARER. 
(2.49) AI OS 可 由 (2.40) 求 出 . BEE, 将 (2.40) 右 
边 分 子 行列 式 按 最 后 一 列 展 开 , 则 得 
PET h) = Th) 


[ο "νη , "| 

= SA hi, ΝΕ; hra, h, Ruri, n, lstm T -T h 

k-i y ψο, κκ Uu (な ) ( ), 
ha タ ἄρα 


PR = 3 " ta ha, h, ha, UO ΝΗ T (h,). 


Vo, Tt, Vu 
, ή " ο.) 


(2.50) 
HARA ARE T Uu). T Uu). σης TOL) IREA A EH 
了 广义 插值 多 项 式 , ΠΠ ELS y= δ BE ASIA EIS Lagrange 
播 值 多 项 式 ， 故 称 为 广义 Lagrange {8 Z Nix. 4-0, 
(2.50) EFRA T'?, ἘΚ (2.49) (a) 得 
y (o "νυν dd 
OW = ha, m hi, 0, hy, t5 hos . (2.51) 


Vo, T, Ua 
2 Ut Diem 


特别 地 , 24 v, (5) — ^ 时 ,由 此 可 得 
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im A 
Om IH XA 
这 一 结果 ， 跟 在 Lagrange ff di 25 (2.5) rp e— Wr 所 得 续 
果 是 一 致 的 ， 

现在 , 把 线性 外 推算 子 An 作用 于 渐 近 展开 式 (2.27), 则 
4 m>N 时 


Tio = ASP = Ai, | 3 e (12 rm lh) Pra} 


= rot Ah owa A) or CA)} 
mrt D Oom Mhra), 
BET? 的 另 一 种 误差 表达 式 
TY -rom OrreaChs bwin). (2.58) 


这 公式 虽然 是 在 四 > 六 的 假定 下 推出 来 的 , 但 対 ご パ 的 情 
形 也 仍然 有 用 ， ΕΝ, 34 < が Bp nm, (2.21) uf o 
SN 

TCh) = rot vifa (A) + epa (A) + Tn (h) pnr A), 
其 中 l 

τα (0) 一 [TRE (h) τινας (h) Te Usi (A) 

= τει t OC, s(R) fs i (À)). (2.54) 

于 是 ,把 nn 看 成 妨 , Rl dr (2.52) 


TE — ro B08 {rnt O Cura n) /dora C) ars Pa). 
(2.55) 


(2.52) 


特別 地 , Un m, [ΕΒ 


D --το-- B08 enses FO (ea) / esa D) bia Cs), 
(2.56) 
这 结果 的 形式 跟 (2. 和 5)、(2.48) ΗΒ. 
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上 面 导出 的 误差 估计 式 , 实际 上 很 难 应 用 。 这 是 因为 , 对 
于 一 个 实际 的 问题 , 尽管 可 以 肯定 浙 近 展开 式 (2.29) 存 在 , 但 
ται: 的 具体 数值 往往 难以 确定 ， 这 时 较 好 的 办 法 ,是 通过 计 - 
算 过 程 中 得 到 的 量 来 估计 误差 。 显然 , 如果 能 找到 夹 住 极限 
TC(0) 的 两 个 趋 于 人 (0) 的 量 ， 则 将 它们 的 中 间 值 取 为 了 (0) 的 
近似 值 时 ， 其 误差 不 会 超过 它们 之 差 绝 对 值 的 一 半 . 这 两 个 
基 称 为 下 (9) 的 渐 近 上 下限， 

对 于 多 项 式 外 推算 法 ， 由 误差 估计 式 (2.47) 可 见 ， 菩 另 
固定 (mm <) 且 守 充分 大 ， 则 当 也 增加 时 ，Z 单调 地 趋 于 
TP(0), 可 作为 了 (0) 的 浙 近 上 限 或 下 限 ， 为 了 求 出 由 人 (0) 另 
一 侧 单 调 地 趋 于 (0) 的 U8， 可 令 

Ug z-re)T$g-—erg, Q.D 
使 Ut —T (0) 5 (2.40 RR SHR, 即 

US? ー ダ (0) 一 (— 1)" HU hz aos (Tm a tolh}, 
由 于 (2.57) 和 (2.47)， 

U$ —T(0) = (—1)"h Bh ar Aam 


x [ie ( (ta M ο) cono], 


这 只 需 w 满足 
(1+ a) hrrmt1/ h — a= ~1, 


2 
+H- 2.58 
Os enc i (2.58) 


ή α 满足 此 条 件 时 , UR UsATO)gI LT. S 
3 TPIT) TO) «d (T$? -US|. (2.59) 
Hi (2.57). (3.58) fi (2.14), 可 知 


1 . ーー ーー mor -- ΓΩ 
——ue +U ー TID - に m m 
2 ` ) (hf furm)" — L 


即 


α--1 


— 77( の 
7 Tatts 
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M (THD 一 T9) 
hitma —h 


quarn po 
μμ ο 1? 


1 
(TH UV)= 
2 


A (2.09) TUS y 


o -Poje LED TEL. ime, me 
Έα ΠΣ μη; Ln Tw. 
(2.60) 
如 果 在 (3.57) 中 直接 令 α--1, MA 
UP =27¢ -TP (2.61) 
W (2.47): 
UH —T (0) = (— 1)"hj-- Ai 
xf ens (2 -1) o0]. 
由 此 可 见 , 如果 
2.4 mih)! —1«0, (2 .62) 


WIP UP 仍然 是 了 (0) 的 渐 近 上 下 限 , (2.59) 仍 然 成 立 . 但 
这 时 
laecug)-Teo, 


1 
lqe-T)-Te»—Te, 
dk (2.59) dy 
TED TO | SITE TE]. (3.63) 
用 此 公式 估计 误差 实际 上 很 保守 。 因 为 , 由 (2.47) 
Teo 一 τω = (1h Masa Tna + (DY, 
PED TO = (— 3) b assa 


ο μμ. τ )+eD【 
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所 以 
ιο ο | 
(2.64) 
Ask (2.60), (3.68). (2.64) 188, H 5 充分 大 时 , AMEE 
ΕΟΚ T (OE BAGUE RS, TARER S- NA 
上 (或 同一 列 上 或 同一 行 上 ) 前 一 元 素 之 差 来 信 计 .第 1 章 
在 讲 到 应 用 外 推 法 时 ， 人吉 
便 停止 计算 , 其 理论 根据 就 在 这 里 . 
ΤΟ σα 


以 忽略 ， 此 时 T 随 之 的 增加 而 单调 减 或 单调 增 , 而 


; 8) i-i 
Diss( ん ) qu, ΘΠ 
M ーー 
ham? dt Oo 


-ί δι y hia—ha. πα) πρ 
7 Em Phi psi —hi TS 一 Tu 
À N ガル ルー な 
πο 
x -1) ΠΝ Als Isai qmm τ hy) 十 o( 好) 
バー IVh hi cma Tnt litm 1) oU 3)) 
zi. (2.65} 
実用 中 , TP m- DE cil, 就 算是 4 充分 大 的 标志 . 
对 于 Bulirsch-Stoer 外 推算 法 ， 根 据 (2.48) 也 可 作 类 似 
的 讨论 , 只 是 公式 (2.58)、 (2.60). (2.62). (2.64)、(2.65) 应 
分 别 修改 为 


Pana - hi 


ror (3.58) 
(7% T (05 | < l ITEP- TR], (2.60) 
2a], (2.62) 
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[TY D TE -TP | 


πε» ー ダ (0) | = = [T$ TRU, 
(2.64) 
ΤΗ... TH r v 
Dy pe [uU br (2.65 } 


在 实际 问题 中 ,有 时 可 以 肯定 了 (具有 (2.,16) 形 式 的 浙 
近 展 开 式 ， 但 其 中 的 指数 71、7rs、… 却 难以 确定 ， 这 时 由 
(2.65) 7J HL, 3 i 充分 大 時 


pr Tor 一 TO 
m 


ZTO Pr 

根据 此 式 我 们 可 以 确定 rr*、ra、…， 当 然 , 由 右边 分 式 是 否 随 
8 ΤΠ ΤΕ, EITAN 2. να 
MRE. 


TE 收敛 性 与 稳定 性 


对 于 多 项 式 外 推算 法 和 Bolirsch-Stoer 外 推算 法 ， 由 公 
式 (2.47)、(2.48) 可 見 , 当 m BUE BITE ROTER. 19). 
(2. 16) 中 的 N m, 
Him T9 -T (0), | (2.00) 


这 表明 , 外 推 表 中 的 mmc X) RERO ACT ΤΌ), 
其 实 ， 在 更 一 般 的 条 件 下 ， 即 对 多 项 式 外 推 法 假定 huu/ 
ん さら <1, 对 Bulirsch-Stoer 算法 假定 级 数 


i, ο νι gg. 66) 成 立 ， 而 且 还 可 以 
证 明 对 角 绥 收 敏 , 即 对 固定 的 多 
lim T? —T(0). (2.67) 
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当然, 由 于 外 推算 法 不 过 用 来 加 速 (700) 的 收敛 , 所 以 序列 
Πρ] SUE Τ(0) =r 应 是 自然 的 假定 ， 
先 证 列 收敛 .由 (2.49)(a) 和 (b) 可 知 


T$ — Αμ) = S ORT (s), (2.68) 
SS Os A171, |. (2.69) 


由 此 , 如 果 能 证 
Σσώ]-., MM 为 常数 (2.70) 
便 可 证 明 (2.66)， 这 是 因为 ,对 于 任意 5750, με CT) 的 收 
敏 性 知 ， 一 定 存在 N, MOS ERN ΝΤΟ - TQ) |<s/U， 
从 而 ーー 
πῷ--π(ο|--| Tos aw) - Sos co) 
«S 108 TQ) ο ο 
所 以 关键 在 于 证 明 (2.70)， 
对 于 多 项 式 外 推 法 , 由 (2.52) 知 
μα ποια 


&| ED = [hj — hm] 
(-m—k—1 1 
È jz rn 
itm 1. 


ο Mame A) 1 
m m—k 1>- k 1 
AAT p Ἄτητε i 
ji U Tz Ii il — τά As. (2.71) 
WR TO d 
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对 于 Bulirsch-Stoer 算法 ， 我 们 在 推导 (2.18) 时 曾经 看 
8l, Ou JE QD (o) αὐ WRM, D 
PCa) = È Rma, 
而 由 (2.21)， 
Q*G)- Ee - v» /Tra-vo. 
j=1 4-1 
因此 ， 
S oni È Otala / Ta - 
<Ü + / ITG- め ) =Ma, (2.72) 

故 对 Bulirsch-Stoer 算法 , (2.70) 也 成 立 、 

这 样 ,我 们 便 完成 了 (2.66) 的 证 明 . 

为 了 证 明 对 角 线 的 收敛 性 ， 我 们 需要 引用 Toeplitz 定 
理 。 即 ， 若 数列 {οὶ 收敛 于 τω, 数组 (Oa) 满足 以 下 三 条 件 : 

(a) 对 所 有 mm, 30-1 

O HA m, PERR M, βὲ 5: |Om] <M; 

(ο) 对 固定 的 lim Om 0, 
那么 , 119 Ro や の az。 则 数列 人) AF τυ, 

此 定理 证 明 如 下 ， 任 给 670, HUP OCT re, 一定 
FEN, 使 当 w ニ が 时 Ίσα--το]««δ/2Μ, 由 此 ， 根 据 条 件 
(2), 


^ m m 
[Zn — To] = | © Ony&y— D Onyto 
を = k=0 


< 31 [Omaro] + $ Oul mol 


1 


N mu 
< 3 On けっ 守る ,| Cul. 
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根据 条 件 (b)，. 


2A xa XI 2^ 
而 根据 条 件 (c), 因 E, AR NN, 使 NR] 


- Oti — το)] < くう . 


于 是 , moNiBl 
MULUS 
Toeplitz 定理 证 毕 . 
利用 Toeplitz 定理 ， 很 容易 证 明 对 角 线 的 收敛 性 ， 即 
(2.07), 事 笑 上 , W {Τ(“ὴ}} 看 作 {αὰ, {Rins 看 作 (Oo; 
则 由 (2.69) 和 (2.70) 知 
Σ CO eas S on-1, 


Σ (Okr = Σ (Om| «M, 


说 明 条 件 (a), (b) 成 立 、 当 ぁ 回 定時, 対 考 多項式 外 推 算 潜 , 
出 (2.52) 知 , 当 mco 时 
Ο aua hi sui 
Ομ 7 hirr ~ herm+1 
可 见 im OCQu.-0, 对 于 Bulirseh-Stoer 外 推算 法 我们 在 
推导 (2.18) 时 六 经 指出 ,OWiyw 是 多 项 式 
Qu (0) 一 る Oui TET M. 
中 心 的 系数 ， 由 多 项 i 
Cos jao) [应 是 QL (ah mA D, δ, ---, の "中 
i m-k PREREZA 这 种 乘积 不 超过 pn 而 乘积 
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9, 


A) δω ας. 


mm wm-…(⑦ー を +1) ca 
MA (mi 而 cm. 
故 | OB sn | «πλου a-i") 
=i 


«min pafat), 
/ j=1 

当 mco 時 , 因 mb, 便 知 |Omua|—0, a, 对 于 两 
种 外 推算 法 , 条 件 (o) 都 成 立 , 于 是 根据 Toeplitz 定理 , (2.67) 
R. WE. 

应 当 注 意 , 我 们 证 明 外 推 表 中 列 和 对 角 线 的 收敛 性 时 , 没 
有 涉及 到 POS) μὴ ἩΠΙΠΒΕ7Ε5Ν. 因此, 不管 浙 近 展 开 式 (2.12)、 
(2.16) 是 否 成 立 , 只 要 (P (收敛 于 vo, 按照 多 项 式 外 推算 


法 (假定 hz/h<5< 力 或 Bulirsch-Stoor 外 推算 法 (假定 X b" 


收敛 ) 构 造 外 推 表 1， 每 一 列 或 每 一 对 角 线 都 收 伍 于 zo、 不 
过 , 这 是 否 加 速 了 O0) 的 收敛 , 那 就 难说 了 ， 

在 渐 近 展开 式 (2.12)、(2.16) 成 立 的 情况 下 , 多 项 式 外 推 
法 与 Bulirsch-Stoor 外 推 法 会 大 大 加速 {Cw)} 的 收敛 性 , 则 
是 毫 无 疑问 的 .这 是 因为 , 对 固定 的 各 当 m 增加 时 , mE m 
不 超过 渐 近 展开 式 中 的 思 ， 误 差 的 阶 数 会 逐步 提高 ， 而 对 国 
定 的 m, 由 误差 估计 式 (2.47) 和 (2.48) 可 见 

T9 —T(0)-O(M--M.u) 或 Obr), 

应 当 注意 ， 对 固定 的 名 如 果 mMm>N, MERE 
(2.53) 可 見 。 当 m 増加 時 , ΤΡ 的 误差 阶 数 不 会 再 提高 ， 正 
是 由 于 这 个 原因 ， 当 渐 近 展开 式 中 的 入 为 有 限 值 时 ， 计 算 
TE(m>N) 的 意 叉 不 大 . 如 果 渐 近 展 开 式 (3.12)、(2.16) 根 
本 不 成 立 ， 可 设想 此 时 (2.12)、(2.16) 中 的 N —0, ey. UO ἃς 
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值 很 大 ,因而 (2.583) 右 方 很 大 ,多 项 式 外 推 法 与 Bulirsch-Stoer 
外 推 法 就 不 能 加 速 { 02) 的 收敛 了 . 

从 公式 (2.70) 还 可 得 出 有 关 多 项 式 外 推算 法 与 Butirseh- 
Stoor 外 推算 法 稳定 性 的 推论 。 事实 上 ， 设 人 (如) 是 了 (h) 的 
近似 人 T Xe Ps) 出 发 按 这 两 种 外 推算 法 算出 的 结果 ， 
则 根据 (2.68) 和 (2.70) 有 

TP TD = S ORT h) Nou 
< や iC] 12 (8) 一 Τί) | 
<maxi7 (0) T0) È oR] 
«M «max P (he) -T (y) |. (2.78) 


这 表明 , MERK, 这 两 种 外 推算 法 越 不 得 定 ; M 越 小 , 则 越 稳 
定 ， 由 (2.71) 和 (2.72) 可 见 ，5 Rh Μην b 越 接 近 1, M 
就 越 大 , 算法 就 越 不 稳定 . 

现 将 Romberg 算法 的 M. 之 值 列 表 如 下 : 


表 4 
N | acu 
MN ho/ (1-4) | ho | ΝΠ 2—tho 10, | (0.9), 
m 373272 
1 1.61 1.67 1.67 1.02 9.53 
2 3.13 3.13 1.89 1.02 | 45.88 
5 26.44 6.43 1.97 1.02 780 
6 55.82 7.37 1.97 1.02 1394 
12 5730 7.74 1.97 1.03 7980 
14 27670 7.75 1.97 1.02 10086 


miu 
有理 式 外 推 法 


$1 有 理 式 插值 的 概念 


广义 多 项 式 外 推 法 , 是 用 广义 插值 多 项 式 PSP UD 近似 焉 
ATO), 用 6200) 推算 (0)， 由 此 自然 想到 ,如果 了 (区 用 
有 理 函 数 ( 有 理 分 式 ) 逼近 较 好 ， 那 就 应 当 用 有 理 插 值 函 数 
RU) REMER ΤΟ), 用 2(0) 来 推算 了 (0)， 这 种 推算 
Τ (0) =r 的 方法 称 为 有 理 式 外 推 法 。 

ΒΉΒῊ ΒΗ 58 δα Την (7) 9 R55 (6) (m p - v), REM 
足 插 值 条 件 

TP (な) RO) ニア (な ) (k=i, 41, =, itm). 
(8.1) 
前 分 式 , 其 分 子 、 分 母 分 别 是 次 数 不 超 过 μ. v 的 多項式 , 即 
Rw h) テア が (が) /Q h), 
PO (h) =a ta ht ta Rs, 
QU (A) = + Oh, 


JUpb9. MO --- ΛΣ. Εν (4) ΜΑ wv 次 有理 
分 式 . 由 于 分 式 的 分 子 、 分 母 同 乘 一 非 零 的 常数 而 值 不 变 ， 
RO (Ah) 中 任 -- 非 零 的 系数 可 取 成 固定 的 数 ， 例 如 1( 否 则 分 
子 .分 母 同 除 以 这 系数 即 可 ), 所 以 RIO BB μεν 2 个 系数 
实质 上 具有 ptv+1~=mt1 个 是 独立 的 . REMER 
(8.1), 确定 这 些 系数 的 方程 组 为 ・ 
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a? af lu + --a (htm T ig) (BP HOP + Bg) 
(h—i, 411, =, i+m), (3.2) 
这 方程 组 不 一 定 有 解 , 所 以 满足 插值 条 件 (3.1) 的 插值 有 理 函 
数 BL (及 不 一 定 存在 .但 是 ,如果 存 在 , ΝΒ 
αφ) αν hag h 
= Hi) (10) (A? HPht BID, (3.8) 
(3.2) $0(3.3) 一起, 基 以 p+ ッ +2 ΑΜΑ RUBUS RET 
次 方程 组 , 它 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 
于 


て て スミ ミミ て ミミ ミミ ミト ミス ミミ スミ ミミ ナミ ミト とき さす ミ オミ ミミ ミミ メア ミミ ミミ ミミ ミミ ョ ミミ ミミ ミト アミ ミミ ミミ ミミ すす する すす る まま まき] 


1 Bass T Ugo) Ten) em ee Tni |” 
1 Ao f ROG) REOh … BERM 
(8.4) 


将 行列 式 按 最 后 一 行 展开 , 把 包含 Εν (加) 的 那些 项 的 总 和 记 
为 QUO BE (0), ETE Rw (2) 的 那些 项 的 总 和 记 为 一 了 (hb). 
显然 了 (加 、Q@( 有 ) 是 的 多 项 式 ,它们 的 次 数 分 别 不 超过 如 和 
v, TAS 

—PQ)TEZQ)QO)-0, R2(-PQG)/9Q), 
这 里 PQD.QU) 是 完全 确定 的 , 说 明 如 果 满 足 插值 条 件 (3.1) 
的 有 理 两 数 存在 的 话 ( 即 (4) 60), 便 是 完全 确定 的 . 

通过 计算 行列 式 (3 .分 计 算 Bis (h) 是 不 方便 的 .特别 是 
在 改变 有 理 分 式 的 分 子 、 分 母 次 数 ， 以 提高 近似 精度 的 时 候 , 
尤其 不 方便 ， 最 好 的 办 法 , 还 是 采用 递 推算 法 . 


$2 连 分 式 算 法 
为 了 导出 计算 插值 有 理 分 式 的 递 推算 法 ， 常 常 采 用 过 分 
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XX. 所 谓 连 分 式 , 就 是 如 下 形式 的 分 式 : 


Bo κο; 
Bi 十 ーー 
ur (8.5). 
| UR 
或 为 书写 简便 起 见 ， 记 作 i 
-Ca 
Bet S RATER RU 
αι] 十 -oa| es | 。。。 απ] 
ο ΑΥΤΑ ΤΑ NNUS 


分 式 on/ Bx ΤΝ EL. 5) βῆ 38 kia, dp 有 二 工 节 分 式 
构成 的 连 分 式 


Bore Te UU 


称 为 连 分 式 人 .下 的 第 个 渐 近 分 式 。 它 可 化 为 普通 分 式 
pk/q. EKE, 
Po Bo 和 -op Pa „ Éipid aspe 


go l' gi βι ^ qa Bait ao’ 
一 般 , 如果 
Zr 一 Bei 十 oa- qn= Pxqd-1-- 0s quo, (8.6) 
则 有 
ο H e -- 
Yeti n βι ui By Ck +L 


k+1 


πο + Ben ) Pr-1 t Prs 
γα t Be 3.) Qx-1 t dna 


a Bura Pupy-a t Onpr-a) Γαμαβνι u Brriprt 083v 
Biri(Bigy-1+argy-a) -αχειφρ-α  βειιζη-αμειζν.α᾿ 
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这 样 , 我 们 实际 上 用 数学 归纳 法 证 明了 递 推 公式 (3.6) 对 一 切 
4>2 都 成立 . 它 可 用 来 计算 连 分 式 (3. 四 各 浙 近 分 式 Ps/gx 
的 值 ， 不 过 , 在 电子 计算 机 上 除法 与 乘法 运算 速度 差不多 , 也 
可 直接 用 除法 计算 渐 近 分 式 Px/qx。 具体 算法 如 下 、 

人 一 ojBu 

(ια (Bj Tj) (7 ニル ー1。 k—2, =, Ὁ, 

Pr/ x Botra. 
我 们 用 (3.6), 主要 是 为 了 理论 分 析 . 

从 公式 (8.6) 可见, 如果 8, (6271) 是 常数, αν ἈΞ S X 
式 , 用 deg py 表示 prt%) 的 次 数 ,那么 
deg p< max (deg Pr-1, deg px-s+1). 

由 此 可 见 , 34 p.51 的 次 数 只 比 ρα 高 一 次 时 , χι 的 次 数 不 增 
加 ; 只 有 px-i 与 Pr- 前 次 数 相同 時 , 的 次 数 才 会 增加 一 
K. HTa 也 有 类 似 的 结论 ， 这 样 ， 如 果 插 值 有 理 分 式 
T$ 9) — REL (有) 可 表示 为 连 分 式 


T (h) ー ア の (が + ( み ー ん ) (h— his) Ut (h — hu) 
οι 
h— hou h— hus 
V o. (3.7) 
其 中 PIPQ) EUG Ἢ ΤΗ ΦΠΑ. 4 m=l, 1+1, 12 8j] 
T$ QS UO SUD 
1/0, 1--1/0, 0-- 1/1, 14-2/1, 14-2/2, 
1+3/2, 1-8/8, …. 
由 于 了 T4(h) 满 足 插值 条 件 (3.1), 由 (3.7) 显 然 
PPQQ)-TQW) (τό, btl, =, 6, 
这 说 明 PPP OO E TA 1 XB GS, a EVER rb fü 
值 公式 (2.10) 计 算 . 现在 问题 在 于 如 何 选择 系数 Cs, σι, …, 
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Os, 使 满足 其 余 插值 条 件 . 将 (3.7) 改 写 为 
| » (h) = Ρε (h) + hh) ha) / Valh), 
| Vah) == C1 十 (h — hia) /Va (h), 
j V.C) = Ca d- Ch — hoa) /V (h), (3.8) 


et ο ο ΣΣ ren eo 


V maa h) = Omit FO hirm) /"V nalh), 
F malh) — Cn, 
A hus, k=], 2, +, m—l, T) 
P uu) = PE asiri) t uri ta) e 
(hiriren) /V Cari), 
Μο ο ος, 
Vi haa) =0;+ (arire hasis) /V jea(Puasx), 234, 
W k=l, 2,…, m 一 1 时 


hse Ισ — hota) 
V δι = ( αμα à ++ 4 
ι( 2k) T ua) — Pi? (hini) 


Visus) m tet nete (j=1, 2, =, &—1), 
十 


テア (ん の). (3.95 
这 便 是 计算 (8.7) 中 系数 Οι, Os, …, Oni 的 递 推 公式 ， 

有 了 这 些 系 数 ， 按照 (3.8) 倒 推 ,可 以 算出 插值 有 理 分 式 
TCR, 特別 基 TQ BE. m TIPOS TS. ΒΒ 
PARARE TONELE TO 的 方法 ， 称 为 Stoer 连 分 
式 外 推 法 . 

在 む =0 的 情 形 , ΠΗ 

PEC ST h), 
5 Co=T (ho), 
Vonir) =T (4), 
则 当 k=l, 2, o, m B] (3.9) 287g 
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Vo (iy) =T (hrx) ’ 


n ih = あー 
F jra (ην) 7 V Gua) -ὂι (7 0, 1, 4 k 1), 


Ci- VO), (3 10) 


这 里 计算 Co 的 递 推 公式 (3.10)， 类 似 于 (2.8) 中 计算 差 商 
CP 的 公式 ， 只 是 计算 了 ja(osb) 的 分 式 反 转 过 来 了 ， 所 以 
の 称 为 无 阶 反差 商 ; 而 由 此 计算 有 理 捅 值 函 数 ΤΟ) [Βα 
的 方法 , 称 为 反差 商 有 理 播 值 法 , 或 Thiele 算法 . 

在 1-0 的 情况 下 ， 当 mn 为 偶数 时 , (9 .7) 中 播 值 有 理 函 数 
TEP (が め ー ア (がめ /@。 (る) 的 分 子 、 分 母 次 数 相同 , 均 为 m/2 次 . 
外 递 推 公式 (8.6) 还 可 推 知 , Qu 的 最 高 次 项 系数 为 二 Po 的 
最 高 次 项 系数 为 Co 十 Ca 十 … 十 Ow， 于 是 


lim Tf? (A) ~lim Oot O0. (3.11) 


由 此 可 见 , 计 算 To (οο) Η, TEE Τα COP REIR, 由 于 这 个 缘故 ， 
公式 (3.10) 和 (3.11) 常 用 来 推算 了 (co)， 这 称 为 Wuytack 
算法 ， 它 是 1971 年 L. Wuytack 提出 来 的 . 


$3 Larkin 逐步 搬 值 法 


上 面 计算 反 值 有 理 函 数 Ta)( 加 的 过 程 要 先 算 辅 助 量 Os 
这 种 算法 类 似 于 Newton 差 商 插 什 公式。 类 似 于 Neville Æ 
步 线 性 插值 公式 的 ， 则 是 1967 年 Larkin 提出 的 递 推算 法 . 

当 ー0 或 ャ =0 IN CR RETE ERG Ου - Rp ο) JE 
易 计 算 的 . 这 是 因为 ， 当 > 一 0 dM, Τα (η) (下面 用 7 人 表示) 
是 多 项 式 , 故 按 Neville $848 2:35 (2.10), 


ο ο (hm Pira 
Άρνη — Ih 


(3.12) 


一 5ο 一 


ョ ルー 0 时 , 1/T 是 多 项 式 ， MN 


- zA 
イー = E TAS 


p hirm—h: (3 .18) 


THA μπιν ΠΤ SERERSUE ΒΒ ΒΒ ἀκ ΤΟ), Larkin 
提出 的 递 推算 法 如 下 ， 令 TPTTOQ, ο 时 按 
(3.12) 或 (3.18) 计 算 , 当 m>1 时 则 按 下 式 计算 : 

TT A z— (3.14) 
BUR ETE (3.12) (8.18) MURIS, BERE Αν HERR Β, 
算法 ， 显 然 , 这 样 得 出 的 ZT 是 一 个 分 式 ， 可 以 证 明 , 除 特殊 
情况 外 , TO = PO /QU 满足 插值 条 件 (3.1)， 而 且 对 算法 4 


deg P ZEH], agg [8-1], (8.15) 


其 中 第 一 式 的 等 号 当 一? 妨 偶 数 時 成立 , 第 二 式 的 等 号 当 
m 一 [为 奇数 时 成 立 , 又 [四 表示 2 的 整数 部 分 ; 对 Bi 算法, 财 
有 


degPi«[*-L1], dog@ < [t+], (8.16) 


其 中 第 一 式 的 等 号 当 m 一 1 为 奇数 时 成 立 ， 第 二 式 的 等 号 当 
m 一 2 为 偶数 时 成 立 ， 这 样 , 当 m —0, 1, 3,---, D, E41, Bj, 
A SEA IERI TID 次 数 为 
0/0, 1/0, 2/0, ==, 1/0, 1/1, t--1/1, 
1--1/2, 14-2/2, ».., (3.17) 
而 Bl 算法 产生 的 TI%' 次 数 为 
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0/0, 0/1, 0/2, --., 0/1, 1/1, 1/14-1, 
2/1--1, 2/14-2, ο... (3.17) 
下 面 上 只 就 4 算法 来 加 以 证 明 ， Bi 算法 的 证 明 类 似 ， 用 
数学 归纳 法 ，m<<7 时 插值 条 件 (3.1) 和 次 数 关系 式 (3.15) 
显然 都 成 立 ， 现 在 假定 Τον ΤΑ; ΤῸ, 満足 条件 (3.1) 和 
(3.15), Ht A, JE he hur rm 中 使 ZT 不 满足 换 值 条 件 
(8.1) 的 点 , 即 
T$ har) = PS ()/Q& (Δι) T (hy), 
对 所 有 这 种 点 加, 令 E-TI( - A), 并 令 
Po- EPY, Qp-EQU. (3.18) 
则 递 推 公式 (3 .14) 可 改写 为 
anh 0000 hh  」 hunk 
Pp PSP  PUDOPRPO PO. PUPU 
QU? QHP QEP ο QP QU? 
(8.19) 
显然 其 中 各 分 式 的 分 母 当 无 = Aus, Diis, nn, homa 时 都 变 为 
ο 故 令 


$tm-1 
z= |I (^—^j, 
j=i+1 


则 必 有 
PoQu?-Pir»Qo-UZ, (8.20) 
PE -RHP — PHPRS =V Z, (3.21) 
PEDQUP-PQUPQUP-WZ, (3.22) 


XR U.V.Wpisá ^59 0, Wig (3.19) np feu Ti^. 
TA. Tub. Da» 中 至 少 有 三 个 彼此 恒 等 。 对 于 这 种 特殊 
情况 ， 我 们 将 在 以 后 考虑 現在 優 定 り 、 ア 素 均 不 恒 等 隆 
0， 此 时 (3.21) 和 (3.22) 右 边 有 的 次 数 至 少 为 mw 一 1， 而 左边 
的 次 数 , 由 (3.15) 知 , 不 超过 


ο [n] tn] 


—qm-—i, 
Bap, Vou W 应 为 常数 。 将 (3.19) 中 各 分 母 分 别 通 分 ， 
并 约 去 公 因 式 Q5*2/Z, 得 


O RP a RE a QD 
iin) F= (hh) 59:3 (uem A) S 


(3.23) 
ας (3.20). (8.21), (5.22) 2} BJR Uam — A)/U, Que — h)/ 
V, (h-h)/W, PM 29), 得 


ο ο “ο 
(8.24) 


以 (8.23) 除 (3.24), 得 
Po (h— A) Ts us — h) 


QU 


C 
P 


TQ- 


i h- h E edu h) 5 


(8.25) 

EER PS hh, ἅμα, nn, hum LSU ΤΟ); ΓΗΒ, 
这 说 明 TID 满足 插值 条 件 (3.1), B E-1, PP Ρο, Qo = 
Qj. 

注意 (3.23) 和 (8.24) 前 右辺 , "EE TREE B πας, 因此 
U 应 整除 PP 和 4， 但 因 Εν AREAK R, 所 以 U 
也 应 为 常数 ， 

由 (3.21) 和 (3.22) 消 去 2 得 

ao / PSP | δη αλ. pen ΩΡ | QU, 
qi (up) re? e). 


(8.26) 


dij 53x (3.21). (8.22) pi ^ ij RAA 
m —1l«max fett] 十 deg QHP, 
deg PHP + [222]. (3.27) 
当 名 一 了 为 奇数 时 ,m 十 1 也 是 奇数 ,上 式 变 为 
an — l«;max [m 4 deg QG*?, 
tim—3 , m—i—1 
E a | 


m-—l-—1i 


所 以 deg QHP = 
b, 按 (3.26) 
in-1-1) + deg ( 


psp PO, 
W ーー どり 


«i (m--I-8-- 3 (n-1-1), 
从 而 


’ 


(3.28) 
于 是 由 (3.24) 得 


deg PI «max fetita, [5] 
~ [2 
2 Fr 
类 似 地 ， 当 mm 一 i 为 偶数 时 , mm 十 ?也 是 偶数 ， 由 (3.27) 可 得 
deg PtP —m-—1, 由 (8.26) 可 得 


αλ... 


2 
从 而 出 (3.28) 得 到 
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ο 


这 样 我们 证 明了 , ÆU, V. W 均 不 恒 等 于 0 的 情况 下 ， 
T? 满足 插值 条 件 (3.1) 和 次 数 关系 (3.15)。 只 是 等 号 什么 
时 候 成 立 尚未 研究 . 

EU, V. W 中 有 一 个 恒 等 于 0 的 情况 下 , 由 (3.19) 到 
(3.22) 可 知 ， 必 有 T =T= R ΤΣ), 此 时 公式 
(8.15) 自然 成 立 , 但 插值 条 件 (3.1) 不 一 定 成 立 ， 由 于 ISP 
三 人 0 或 THD 二 THHP， 说 明了 TY 场 的 m% 一 1 个 独立 系数 要 
MEn HEGER. 这 类 问题 不 一 定 有 解 ，Th 不 一 
定 满足 插值 条 件 (3.1) 就 不 足 为 怪 了 ， 当 TET 时 ， 
T TO. 满 足 插值 条 件 (3.1). ーー 

”最 后 尚 须 证 明 ， 在 TP& 满足 插值 条 件 的 情况 下 ， 除 非 
T TQ ;ETSP, 公式 (3.15) 中 两 式 的 等 号 分 别 当 nw 一 /为 
偶数 ,奇数 时 成 立 ， 事 实 上 , 考慮 

Y e PPRP PRP, 
VUE SER Pu, Άμαν s, +m-1。， 可 见 除 非 了 三 0( 此 时 由 (3.19》 
可 知 Ti zT. TP, 必 有 deg 了 之 m,， 从 而 
max (deg P+deg Q2.,, deg Pili + deg Qi) 2m. 

由 此 , 当 m 一 1 为 偶数 时 

max |deg PW -deg Qu, mi2 E =mi) | 


zn, 


从 而 κ. 


ο... 


ΤΠ 54 m — 178 πῇ CES 


了 
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ο. , m—i--1 
max 


dog P^, +deg Qf? |>m, 


m—i--i1 [m-U€r-1 
ΜΠ degQn'— -| 3 } 
_m+l—1 [πι] 
dg Pe, pt - [n]. 
证 毕 . 
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在 公式 (3.12) 


的 如 下 递 推 公式 ， 其 中 7 名 表示 TY (0), H4 TE =T Qu). 
mq. TIGD 4. TEP Ts (8.29) 
i n ο 1.7 
hi— hs i 
W) 一 - itm 
TS FT h ITE” (3.30) 
W ΠΕ) — him ー 
Ta Tate + ん . — hirm 
TEP- TEP TT 


AAB. 3O 1 (3.31) 45 nf 43-30] CET AJ 
TO THD PHP TH 


πισω 
mm Typ 
POLED 1 TG*D πώ, 
m m-l h. TaD の 
i (T. 
ie - 7 サヤ ー ποπ) 1 
の G+1) a Tuy TAa 
= m-1 i ヵ 2 
1 
ΠῚ 
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和 ~ (8.14) 4» 4ー0, 立 即 得 到 斗 算 TEO) 


(3.81) 


(3.82) 


(8.33) 


其 中 OOE ΤῸ 
5c I (3.29) x (5.80) (8 .922(1 «m sD, ΒΕΡ(8.81) Εξ (8.88) 
HATO, ΜΠ ΕΒΕ RUE TOWNA, 称 为 Larkin 算法 . 
在 实际 应 用 中 , 常常 采用 (3.32) 算 TP, R8 (9.83) TC 
(m>1)， 这 相当 于 Larkin 的 B; 算法 . 此 时 所 用 插值 有 理 
函数 的 次 数 顺 序 为 ( 据 (3.17)) 
0/0, 0/1, 1/1, 1/2, 2/2, 2/3, 3/8, = 
可 见 分 母 次 数 跟 分 子 次 数 相同 或 高 一 次 ， 若 令 
T*1—0, (5.54, 
计算 T8 的 (3.82) 还 可 统一 写 为 (3.33). UB (9.34), (3.83) 
HERE ΤΟΣ DUIS. TO 的 方法 称 为 Stoer 有理 式 外 推算 法 . 
在 用 Stoor 外 推算 法 编写 计算 机 程序 时 ， 为 了 避免 在 计 
算 过 程 中 反复 相 减 损失 有 效 数字 , 可 令 
ATE =PTH PHD, OV =T- TE, 
WE πω. PHV 0 αν. 
注意 Γ41--0, TP=T (u), Stoor 算法 的 计算 公式 可 改写 为 
APPT h), OP-TQ, 
WHO MATE, 
Ot TW 
τα ων ΟΡ, 


+m 


) i 4 4 4—1 
Ot-WiP-ATO, We-ogp- arg», 


ATO = (3.85) 


の ジー SATER, m1, 2, =, 
f=0 
根据 (3.35) 推 算 了 (0) 的 方法 称 为 Bulirsch-Stoer 有 理 式 
外 推 算法 . 具体 编写 计算 机 程序 时 , 可 用 一 个 一 维 数组 存放 
AT, 而 Om 和 Ww 只 需 用 简单 变量 表示 . 
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在 实际 应 用 中 , 还 常常 用 Larkin Αι 算法 , 来 推算 た ->oo 
笠 T(h) 的 极限 值 ， 根 据 (3.17), 41 算 法 产生 的 有 理 函 数 
TO (人 的 次 数 顺 序 为 | 
0/0, 1/0, 1/1, 2/1, 2/2, 3/2, 3/3, =». 
可 見 m 功 偶数 時 , 7 の の ( め 前 分 子 、 分 母 次 数 相同 , た >oo 时 
了 TDLh) 有 极限 值 ，m 为 奇数 时 ，28 (从 的 分 子 比 分 母 的 次 数 
高 1 次 , hoo 时 A/TO ( 们 趋 于 有 限 值 。 我 们 把 这 些 极限 值 
fria TO. $ TH=0, 在 公式 (3.12)、(3.14) 中 令 か >oo。 
ΜΙ ΧΙ m2-0 时 
πο ο λα σα τω (3.86) 


Tity Ὅρα" 
根据 T1 0, TP =T (h) X (8.36) it T (oo) 3 bU TP (m 
为 偶数 ) 的 方法 ， 称 为 p WARMA Τη Ek. XE 1956 年 
Wynn 提出 来 的 . | 
在 (3.36) 中 , 如果 hmi t1, 则 (3.86) 变 为 
TH —TUP-M-m/(IS?-TS39. (9.97) 
利用 此 式 推算 T (oo) gre put 7 め ( 为 偶数 ) 的 方法 ， 称 为 带 
权 的 。 算法 ， 这 名 称 的 来 源 ， EEM 8 算法 很 相似 ， 8 算法 
BAS 
T= TP T/T T4), (8.58) 
e 算法 是 推算 co) 的 有力 工具 , 下 一 章 将 专门 讨论 。 比较 
(8.37) 和 (3.38), 自然 使 人 想起 , 令 
TO-TCPIUS/ATSP-TQO, (8.39) 
适当 选取 本名 ， 有 可 能 得 到 使 {ΤΡ} 收敛 最 快 的 外 推算 法 ， 
这 种 想法 是 1971 年 工 Wuytack 提出 来 的 , 不 过 至 今 还 未 见 
进一步 的 具体 结果 . 
有 理 式 外 推 法 计算 ?8 时 往往 要 用 到 前 二 列 的 元 素 


TAE. Tu. Taz 所 以 Τη, 常常 排 成 表 5 的 形式 . 
表 5 有理 式 外 推 表 


TQ 
TU) τῷ 
TP Tp 
TO) Tj Tp 
«31 TP 2) TE 1) TP 
TE ! TO 于 TP T$ 
TS ° TP 
T $e 
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设 了 (h) 具 有 浙 近 展开 式 
Tih) — vo--vih-- Tt + vy a (A) RT 
(3.40) 
Trri(h) =T tolh), N An EEA N FHE E EY R tE 
EE 


(a) ALT (A) = 5 2 OMET (Che); 


(b) Αἱ}, (8.41) 
(ο) 4i —0 (1-1, 2, =, m), 
Η (2.52) ἯΙ 
o itm 
Cus I τ Un 


BUT O)-RBSO)-PPQ)/QPQO) m- id v) I ΒΒ 
ARTE ( 1) 我 们 有 

Pe (ἂν) Τ (Ακ) Ον (κ), bo), iti, e, itm, 
Pile OC. ΗΡΑ ΤΙ, UU C4 neN R muta N 
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十 2 时) 有 
aP = PO(0) = At PO (B) = S OG PO (hy) 

k-$ 

一 Σ ; OneP Qu) QP On) = An {T (AQP A} 

— T) 4 46, (cac) QO 0) 

eT (0) bi? - A Gru s M QPQO) 

— T (0) b? 4v, ab At mrt 

—T (0) b Ac, f D OE, (8.42) 

k=t 


T*(0)—T(0)— sTo) 


4} em 
b; ) pu 


Stug DO 
把 An 38 4E f (9), 按 Lagrange 插值 公式 (2.5) 和 (2.11) 可 知 
bo hp - A oso —f (0) 
2 fe (E) itm 
(m+1)! H 4 LI (o=) 
一 (一 1) "hh, uin, 
MUR (3.43) BR E E EA 
TO T (0) e (71) 2.3 255 Mn, (8-44) 
这 里 的 8427092 实 质 上 中 ὁ ἈΠΕ, 延 明 如 下 , 由 ③.3) 知 
1 Ae πρ πρ 


ΝΠ ο ο ο ΣΣ ΠΠ 


1 hirm ten T cn) Ritm I T Chirm) Bim 
| δρ τοι τας de = το 


(8.43) 


ΣΣ ΣΕ er en 


从 这 个 行列 式 的 第 上 十 2 7} Βὲ 3538 2 列 的 το 倍 、 第 8 ΠΒ τι 


信 、……、 B HLN tua A AB uoc 8 列 减 去 第 8 列 的 
το 僅 、 第 4 BU τι 倍 ……、 第 尽 二 1 列 vua fI nn 从 最 
后 一 列 减 去 第 v F1 列 的 vo fit, 第 > 十 3 列 的 τι 倍 、…… 、 第 
url 列 的 > 倍 , 则 知 
ΠΝ 

1 Λο vU πμ ὃν ee τ, ssi 


3 hum hien Th ο n osa Men 
再 对 所 得 行列 式 的 第 ルナ 1 列 以 后 各 列 ， 从 第 み 2 列 以 外 各 


IRAR w+2 列 的 适当 售 数 , 消去 这 些 列 中 含 か が 前項 从 
第 n8 列 以 外 各 列 减 去 第 +3 列 的 适当 倍数 , 消去 这 些 列 


ἩᾺ RU 的 项 eee ; 从 最 后 一 列 以 外 各 殉 减 去 最 后 一 列 的 
适当 倍数 , 消去 这 些 列 中 含 加 的 项 .结果 得 到 
P=, | 


1 hA? τμ Κο) e voa oW) 


ο ΕΟΟ ΣΣ ΣΣ ΓΣ ΣΕ 
L hm δν Taiga ro m) tt παίει ro 
这 里 τω Tuti, ttu Tni ΗΒ Tu, Ta-ls "77. プル メー タオ ユ dx, inm 


A, ha, Pu 无关， 将 它们 提出 行列 式 , 略 去 高 阶 无 穷 小 
量 ,得 到 


DP VT Vua 


し ミミ で ミミ ミミ メト ミエ 1 ミ す 】 す 3 すす 


同 理 可 得 


1 hh Tho πρ, - Thh 
bm | 
| hanh T Gus) Tuim haa e DEM 
1 ん … AP 
1 hum ο Aal 
其 中 τμ. Tiki. στης Thoi ΠΗ] Turi, τμ. ttt. Tp-v+3 AR, 而 
eR hi, ἦμα. ts hiom 无关， 于 是 


a) pf " 
bi o μμ. Tm. 


W te 
( 


Hat "n 
ZTT uta Và 


Tayi =T 
ta ] μα Ati. 
TyU uit t Vm—1 


这 里 Tura HB Turi, vu tt Tuot $ X, 而 跟 hi, rt '**、 hirm 
HR. RA (3.44), 得 到 误差 估计 式 
了 22(0) 一 全 (0) 二 (一 二 artsrnTrt (8.45) 
这 里 (3. 和 5) 类 似 于 多 项 式 外 推 法 的 误差 估计 式 (2.47)， 
困 8 此 类 似 于 (2.57) —- (2.65) iyd S, 可 得 出 了 0) 的 渐 近 上 下 
限 与 误差 估计 .注意 这 里 了 = 也 公式 (2.14) 不 能 用 ， 现 将 结 
RPF: ATP =T (0), 9 


ως +a) TED a, (8.46) 
其 中 
Q 一 十 2/ (hes —1), (8.47) 


WT. Us 是 了 (90) 的 渐 近 上 下 限 , AMA i 充分 大 时 
EI TO EE TUS. (8.48) 
如 果 简 单 地 令 
UP αλ (8.49) 
则 当 
him hl (3.50) 
RE TU, Ui 仍 为 (0) 的 浙 近 上 下 有限, (3.48) 仍 成 立 , 而 且 还 
有 


PRP =PO | < TE -To l, (3.50 
一 | 


mde) ΠῚ zl [2 NS: 
hn OT 
m i ESRR GET 单调 , 或 者 
Di j ん . Tom — Jui . Tt» -TP (3 . 543 


"Tuus Jenn. TOT マー 
T (&) fü の の (がめ 当 hoo 时 的 极限 值 , REI E ERE ΤΕΛΕΙ. 
ルー1/ ん Z Rh -- 时 的 值 ， 由 于 我 们 用 插值 有 理 分 式 TOA 
推算 全 (co) 的 值 时 ，28 (人 分 子 分 母 的 次 数 相同 ， 可 兄 变 量 
替换 后 _- E 
me(d .PPO/b ἸΡΡΩ/). 
A? QPAD ο5Ω/}) 
BETEGA ん 的 有理 分 式 , 且 满足 插 信 条 件 
TECA =T) -T(1/h) (kb, 62-1, =, itm), 
cH, 如果 (3) Bot Wal JE 
T (h) 29 v4  4- tah P mA mua) T 
— 9 τι Hra + e tnh rya (l/h ÁN, 
则 前 面 关于 TOO (OD ΣΤΗΣΕΙ SE, REER B h 
BOW À Hu FE, WENA TX) 表示 Too), W4 το Ἢ 
偶数 且 USN 时 有 误差 估计 式 
TP om (-- 1) h I he ua. ($.45^) 
34, 将 (3.47). (8.50), (8.52), (8.53) rh k ΠΚ 3, m 
(8.46) ~ (3.53) 的 全 部 结论 也 成 立 ， 


$6 收敛 性 与 稳定 性 
我 们 在 导出 (3.42) 时 已 经 见 到 ， 
ων ου 
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由 此 ， 


TO(0) = = Sou S Ov e cu T (h) 
ー S OHT ha). ^ (3.54) 


其 中 Οκ Ον (κ) / 0), KARRA T 0.68), ti B. 
FoR- Son S 09 Qu) -4s1 SED i, 


说 明 类 似 于 (2， νο 显然 , 如 果 假 定 
| Q^ (η) / 00 [οι 
且 { 满足 第 2 章 $6 的 假定 , 即 た rz/ ん 6<1, 则 


Σ agia 5 [Onl <M0 =f, 


说 明 类 似 于 (2.70) 的 公式 又 成 立 ， 此 时 ， 根据 第 2 x 868 
证 明 , 対 固定 的 b, 
lim 02,4, 70, 
故 还 有 
lim OU um lim Οὐ rN e) DP =0, 

这 样 , 第 2 章 8 6 2Η ΕΕΣ ΑΠ] E76 Ir Seg ERKE, 
都 是 成 立 的 ， 于是， 对 于 有 理 式 外 推 法 ,车 用 了 9” 推算 了 (0》 
一 zo， 则 在 (3.55) 和 A / ye bci 的 假定 下 ， 对 角 线 和 列 者 


是 收敛 的 , 即 対 固定 的 ? A 
lim TP — v, 


m= 


而 对 固定 的 私有 
lim Ta To, 
EHTO 推算 T (o9) --το, RUBER BRE Ti 1/h 可 知 , 在 
[Q^ hy) / b? | <c, Au a e bel 
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的 假定 下 , 上 述 结 论 仍 成 立 , 

关于 有 理 式 外 推 法 的 稳定 性 问题 ， 跟 第 2 章 $6 一 样 讨 
ie, 可 知 ὁ 越 接近 于 1 算法 的 稳定 性 越 差 , 

最 后 应 当 指 出 , 通过 变量 葵 换 == 避 ,本 节 所 有 的 结论 在 
将 站 改 为 天 时 也 成 立 ， 注 意 此 时 误差 估计 式 (3. 合 ) 变 为 

TH (9) ~T (0) = 《一 二 mA 

比较 多 项 式 外 推算 法 的 误差 估计 式 (3.47)， 可 见 两 者 几乎 完 
全 相同 , 只 是 veia 与 Tuan 的 不 同 、 这 说 明 , 用 有 理 式 外 推 法 
Tri TU, 跟 用 多 项 式 外 推 法 算出 的 Tw, 两 者 误差 阶 数 完 
全 相同 ， 只 是 系数 Tai 与 τωι 不同 . 在 很 多 情况 下 , [των] 
EEE [Tm MEE, 这 时 采用 有 理 式 外 推 法 , 所 得 7 的 误 
差 就 较 小 。 


81 8 算法 的 导出 


多 项 式 外 推算 法 与 有 理 式 外 推算 法 ， 实 质 上 是 在 离散 化 . 
Yr 148 ΤΟ) 具有 渐 近 展开 式 
PCA) = tot tik vA th A py Ch hE tr 
的 情况 下 , 用 插值 多 项 式 
Pa (A) =aotah }- αχ” + Eau nt 
或 插值 有 理 分 式 


(4) = Go+ oh t-ta h 
RES (h) botdik +. Ca h" 


ἌΞΕΙ Ἐξ ΠΠ ΤΟ, PPOR Rz) OR E E TO, 或 用 
Rir (ceo) 来 推算 T (ου), 由 此 自然 想到 , 如 果 离 散 化 参数 改 用 
b 表示 , 7o 的 离散 化 近似 值 T=T(8) 具 有 渐 近 展开 式 
Ty το TIM Γτολὸ E vA ἡ-ο(λ) 
(を =0, 1, =), . (4.1) 
其 中 常数 + 和 入 的 值 遂 常 不 知道 ,但 知道 
1> [a] > [A] 2-129, 
那么 自然 应 当 用 “插值 多 项 式 ” 
Pa (E) ao d- aA} + a4A$ -*-- Cas A (4.2) 
XOT, 用 っ oc 时 Pm(8) 的 极限 值 Pa(oo) =ao 来 
ER Ta RRT To N Pn( 丰 满足 插值 条 件 
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Pn (hk) -- αρ }- αιλὰ -- asM H - dra A = Ty 
(bi, é-- 1, ---, à4-2m). (4.8) 
REDHA 
aot αιλὰ + aM キー… ト gaA = T, 


. 1 
dot tihi aA P pau M TT, 


Qo GN” 二 Got 二 Fa MT" = Tos, 
显然 ， 要 使 这 种 想法 切实 可 行 ， 首 先 必须 找到 计算 σο 的 简单 
算法 . 
VEA, Aa、 …、 λα 是 如 下 m4 次 代数 方程 的 根 ; 
Co 十 cdw 十 Ca328 十 .… 十 cmzm 一 0. (4.5) 
(4.4) fi ἩΠ m 2-1 75343 ἈΠΕ co, οἱ, ---, c», 然 后 相 加 , 3f 
考虑 到 (4.5), 则 得 
Co (a9 — Τι) t e(ao — Tiri) tHe 6s (09 — Τμ) =0, 
将 (4.4) 的 1~m 十 1 个 方程 27 m2 个 方程 、……… .m-—2m 
个 方程 照 此 处 理 , 得 到 
Colao— T) +0:lao— Tira) 十 … 十 cm(ao 一 人 se) 一 0 
colao— Τμ) Ἱ-σι(αο-- Tua) tes (007 Tini) 70, 


(4.4) 


ο ΣΧ ΕΣ ο es ars 


Colao | Τεν) -- ex (a9 Tim) + cn lao Titam) --0, 
(4.6) 
这 是 m 十 1 个 系数 Co οι. …、 cm 的 线性 齐 次 方程 组 ， 它 有 不 
全 为 0 的 解 , 故 
αρ Τι oT 7 09-7 Tu, 


Ce 一 Tua Co 一 Tus *** ao— Ties 


一 0. 


ao Tiu Co Tasman ον Go θα 
从 后 面 %% 行 的 每 一 行 减 去 前 一 行 , 9 AT; Ta T,, 得 到 
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0, 
ΑΤ νι AT' is, Mi AT oon. 
将 它 按 第 一 行 展开 , 可 得 (假定 下 式 分 母 不 为 0): 
T, Tai c0 μα 
AT, Ta AT 
P AT ua AT om AT ami (4 7) 
1 1 
AT, Tua Tn 
AT itmi l AT em AT ατα 


这 就 是 计算 ao 的 公式 , ER Τι, Tus, o, Tus 等 2m+1 不 
数 有 关 , 记 作 eS 或 7, BU 
8$, ee (T5) = a0, (4.8) 
由 于 它 是 “ 播 值 多 项 式 ”(4.2) 的 极限 值 ， 可 以 设想 它 比 Zu 
Tai t, Tiron 能 更 精确 地 表示 {Τι} {8 δὲ ΠΒ 18 το, ΕΠ ΒΚ 
{1 的 收敛 . 利用 它 加 速 {Tw} 收敛 的 这 种 方法 , 称 为 Sanks 
es ( Τι) 变换. 
当 m=0 时 ,由 (4.7) 和 (4.6) 得 
τα γα (4.9) 
Τι Tua 


P= / | 1 1 
AT, AN AT; AMi 


E TAAT — uaa 
d'airs dl 7 


4 m=1 k}, 则 得 


或 者 
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ος». Ta Tin 
Tus 2T uit T, 
这 就 是 著名 的 Aitken Δ" 加 速 法 . 
MP πιπε1 的 情形 , 利用 行列 式 计 算 efn 是 很 麻烦 的 . P. 
Wynn 1956 年 证 明 , 如 果 令 


3 
τω M. (4.10) 


ef) 1 len (AT), (4.11) 
及 e81—0, 別当 m=0, 1, 2, -A 
et = gt DL (at? — ο). (4.12) 


把 em 排 成 表 6， 按 照 这 个 递 推 关系 ，e 织 就 很 容易 计算 了 ， 
利用 se 一 0、.(4.9) 和 (4,12) 推 算 το 近似 值 o2 的 方法 ， 称 为 
€ 算法 . 


表 6 ek 
st 一 0 
eum T, 
8 一 0 et 
ej eT, 65) 
(2) (n 
8 1 一 0 81 ep 
ες) e T, ef? ef 
e 0 » et? ep ... 
ef? es TS ef? Dd 
ge ee e ... 
eP eT, eg eg 
edGj 一 0 eq? ep 
e(P m Tg e9 
gt1—0 e 
eff — Tg 
κ. 
εἴ}--0 


为 了 证 明 递 推 关 系 (4,12)， 需 要 引用 行列 式 的 这 样 一 个 
TERI. 如 果 恒 等 式 的 各 项 是 行列 式 余子 式 的 齐 次 式 , 则 将 所 有 
余子 式 的 对 角 线 元 素 同时 延长 或 缩短 , 所 得 等 式 仍 为 伍 等 式 . 


pii. BN 


ha hal Gi の 4 
ー À 
d, 4, le d, d, La 
ん ん 
= i Idi], 
Qi Qa 


这 里 |ei| 才 示 一 阶 行列 式 , Bl [αι] =a。 所 以 


ha ho hg ん 4 Qj Go の 3 の 4 
Qj σα @g 
bi ba bg ὁ b, ba ba b 
i V3 "8 V4 b, ba bs ー 1 Ua V8 U4 
C1 ĉa Cg C4 Ci Ca Ca C4 
Ci C2 Cs 
dı da da da d; da ds d, 
hi ha hg h 
Ν > Ν . Id, d, d, 
) i 
= 1 2 3 4 b, ba ba . 
C1 Co C3 C4 
vi Cg Cs 


α. Q9 O3 Q4 


例 2， 因 为 
， Og C4 
αι lealidal = | 
lea] |ds| — lei idu] Ida d, 
这 里 1 表示 0 阶 行 列 式 ,所 以 
αι Zo Q3| |21 Qa の 4 σι Q3 Qa 
ba ba δ: b, ba b, 一 b, ba ba 


οι C2 σι] [d da da 
σι G9 Ga の 4 
b, ba ba b, 
€, Co Cg C4 


d; da d; d, 


αι aal 


b, | 


t= 
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αι Ug αι 
b, b, b, 


C1 Ca C4 |da da da 


(4.18) 


な ha hs 
δι ba δα 


Cs 


这 一 性 质 的 证 明 可 阅 本 章 参考 文献 [3]. 
现在 我 们 来 证 明 (4.12), 即 证 明 
sa etp (a9 ep), (4.15) 
Ξ{πι--0 时 ， 
2:1} -- ef? — ap? Je (AT) 一 0 
== 1/0 CAT) --1/4Ρι 
-1/(T44 —T4) = (eft — e) 


一 右边 . 
当 m 王 2m 时 ， 
左边 = 852.3 — 6851 — 1/ ess CAT) — 1/6024 a CAT 44) 
1 1 1 
AT Τι PT, 
em á Tii PT 4 T n-i 
y Al H 411 ἐ 1 
PT, PTa TA. 
AT a APT 4 Tiii 
1 1 1 
d Tua PT, 4 Τις, 
41 dtn—i DT. ÆT it2n-2 
ΔΙ iti Alira AT ita h 
TO. Δα TT. 
Δ DT PT irana 


将 第 一 个 分 式 分 子 、 分 母 行列 式 的 第 一 列 移 到 最 后 一 列 ， 则 
得 


ev 


= - n ` 
Tr vn WH uU. 
ndi dl σσ AT n AT ‘W 


1 1 


将 两 分 式 通 分 , 将 分 子 和 例 工 对 比 , MFE (413E RE 
ft d 
左边 = 
1 -.» 1 1 uu" 
a It APT. cT, | l a 7 


ο ο ΣΣ ΑΟ ο 


ο -Ἡ 


AT ira Ut AT itn AT, : 
AT Ml Δα. AT, AT, --- AT. 
Αντ. Των ΔΊ, || Ta. τν Ta, 


ΕΕ ΣΣ ΣΕ ΕΕ ΕΕ ον 


. TUS I AT aai Ps Tita- Tua a Mid DT an 
将 分 子 第 一 个 行列 式 的 最 后 一 行 移 至 第 二 行 ， 第 二 个 行列 式 


— φὸ -- 


BP DEERE f, 将 分 母 二 行列 式 的 第 一 行 加 到 第 二 
行 , 第 二 行 加 到 第 三 行 ,…… , 则 得 


| 1 1 1 [| 
| AT a 41 "ien AT PT TU PT. 
| APT. AT. AMD, jb 
ο ο ο ο AA 4 T; +n 41 i-2n—1 
PPn e APT iono IT a οἱ 
コ 7 dl Ut AUG. dt, Ji VE Aa 


ο ο ο ΟΕ | »»»5͵»6!͵“.ϑ͵ 4444441444 


AI a Ut AT cas AT ΔΊ. UU AT an- 


将 分 子 第 一 个 行列 式 第 二 行 加 到 第 三 行 , 第 三 行 加 到 第 四 行 
UU ; 将 分 子 第 二 个 行列 式 改 写 为 
1 0 e. 0 
AT aa PT tt PT aa 


AT irn AT itn TU ΔΤ ami 
然后 将 第 一 列 加 到 第 二 列 ， 第 二 列 加 到 第 三 询 ,……; 最 后 
将 分 子 、 分 母 的 第 一 个 行列 式 的 最 后 一 列 移 到 第 一 列 则 
得 


1 1 i - 1 
AT, AT uen AT, él ^ AT anii 
= AT, Επ ATL, on 1 AT 。 AT iran 
左边 AM … Al en Ala Ανν |" 


AT s Mél AT iseni 
另 一 方面 , (4.15) 0 
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右辺 = (est? 一 e$) = (ea(Tiri) 一 eX (T,)) 1 
{ T's Tus US Tirnri 


Tt Aus mo ATi 


eer ee ene seen ts te 


j AT. AT aa ct Αγιον 
L 1 ・ い 1 


JI; AT s tt AT aa 


tn ο er .be 


reer ΗΠ; 


ootssetinote estoetoor er eee 


AT ua AT μαι 
Δια AT 9 
= 4 Ta Trust 
d'a Aya 
AT. AT ran 
1 1 
Ta AT. AT, p= 
A's * AT ani AT asi 
T Ts T, に 
ATi Alas AT, 
AT. AT oni AT uua 
1 ee 1 1 リッ 
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将 花 括号 内 两 分 式 通 分 ,然后 将 分 子 跟 例 2 对比, 可见 分 子 
是 (4.14) 的 延伸 , 故 有 


Di s Δα. «Τι | 1-4 
womenmar er | AT . AT ian 
AT. Ut AT on AT nT ΠΗ 

| AT n "UU AT 证 2 一 工 


f, T 
| Tus mai Tanis 
: | 


1 d 1 | 
daa -- ΔΊ μι | μι t Al's ALS 


AT. M NI AT. Ut AT iran AT osa 
(| 1 = — d 1o 1 1 

| e 1 1 oe 1 
AT, AT. | | ATA Ut AT εκει 


~ 


.. μ΄... UT AT. 24- AT. AT on 
| L l …・ m i 
| Ti Tua c Tua [Eua d'a 
AT IT κο. 1 mt 
Ὁ ο ο so re. | EPUM tt AT on 1 
AT itn-l AT ien tU] Als 
| 1 1 | 1 1 
4 r AT a «Τι 1 41 itn 
αι te αρ PRECEPIT 


d á t ATi 
AT -- AT' ia, | AT us Urt AT ian 1 
这 就 证 明了 (4.15) 当 m= 2n 時 成立 . AERE m= 2π--1 m] 
也 成 立 ， 于 是 (4.15) 和 (4.12) 当 m=0，, 1, 2, tt 时 成 立 , 

度 当 注意 , RIED PBE Ml, [Ah e nl F 
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AT Ut. AT ag 


1， 只 是 为 了 保证 boo 时 T, 的 极限 值 为 ro， 实际 上 在 由 
(4.3), (4.6) 导 出 (4.7) 和 (4.12) 时 并 未 用 到 这 个 假定 . 因而 ， 
s 算法 不 仅 可 用 来 推算 (4.1) 中 的 ro， 而 且 还 有 许多 其 它 的 用 
处 . 
1962 年 P. Wynn 已 把 g 算法 推广 到 向 量 和 和 矩阵 的 情 
形 . ἈΓΓΩ͂.12) ΠΡ ΒΡ E α--(σι, za tn, m) 的 逆向 量 
αν 
ac-z/Y EST, 
其 中 ᾱ-- (αι, Ta, Ut Tm), zs 是 Ts μμ ἃς, 


82 :算法 的 若干 性 质 


上 面 指出 , 由 (4.3) 或 (4.6) 可 导出 (4.7) 和 (4.12)， 这 说 
Hj, 在 (4.7) 和 (4.12) 的 分 母 不 为 0 的 情况 下 ，s 算法 具有 下 
述 性 质 : 
性 质 1” 如 果 
Tu +$) aN, k=, i+1, +, à--2m, 


e, 为 实数 且 a0, [a], [o], n [As | ERER, 那么 


82) = 6, 


性 质 2” HX] b—à, iti, e, (4m 有 
Soma $0, WS OT, =0, 
0,0, 则 当 330,70 IM effi mao, 否则 affir, 
ΧΕ ΣΟ, - 0 的 情形 似乎 未 证 过 ， 其 实 不 难得 到 ， 因 为 
此 时 Co 0», …。 Om 满足 方程 组 
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> OTr1s=0, bid, $41, US itm 


其 系数 行列 式 一 一 即 (4.7) 右 边 的 分 子 , 应 当 为 0, 故 ao=0. 
由 公式 (4. 人 可 以 推出 = 算法 的 其 它 性 质 、 例 如 有 . 
aU, --- aU um 
bAT, — … bATa 


$ecbeomsososneyqanieouoeopsiccoso not 


es (a +b) 一 DAT rm_1 UU bAT cama 


bAT ua t DAT om a 
=a- bes (TU), 

BAT, … blum 

DAT, … PTS, 


トス ミエ ミミ ミト ミミ オミ メメ アミ ミミ すす ミミ ミミ ミミ ミミ ミミ ます] 


enl Aa +bT}) — Tma -- Tam 


DIT a a Ut b Tasa 
—bes( AT), 
l/es(A(a-4- δΤ'}) =b enl AT), 
这 说 明 , 8 算法 具有 
性 质 8° 设 ὁ 算法 分 别 应 用 于 (T2 与 (o τι) 时 所 得 
BH sn? 5j δν, W | 
て) 


εἴν abs), 8 imb alu, (4.16) 


BT D aa^ 由 (4.7) 还 可 知 


T. T, +i -- Tun 


ἑκα C+ 


i41 
Wat? Anaa t Oni 


と アテ アテ ナル テオ ナナ ミミ ミミ アミ ミミ ミミ ミ す る] ο eee eae ene oe, 


44-7 Επ itim 
itm? εν 1 t ας αν ῦ 
tn (T) 一 EM 


将 分 子 、 分 母 两 个 行列 式 的 各 列 顺 次 乘 o a ον ο), W 
各 行 顺 次 除 以 1, gms … git 得 


Tos" Tuam . Tau 
ΜΙ Aita レイ 
μυ μμ” 
Gitm Corm tt UO eam 
eT ami 4d [η 


ΜΠ Ci+3 drmrl 


ἄν ἄμ. “τ. Θρεθη 
显然 , 它 的 分 子 是 次 数 至 多 为 itm 的 » 多 项 式 , 分 母 基 次 数 
至 多 为 mn 的 % 多 项 式 ， 将 它们 分 别 记 为 Pama), Qal), W 
En Ti) = Pis (2) / Qu (2). 
将 Piem《w) 的 第 一 行 加 上 第 二 、 三 、…*…、m 十 1 行 区 anime 
gimus gm, M Pirn o) EN 
Pirma” Dimi 1 ee Τίμα 


a, Ai ..5 a 
Pus) = el +2 ο. 


αλ ΣΣ ee 


Tdi 
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Tan» (æ) τ Piso) 
(Tan κ Tin Ον σον 


αντι Gi.» Ue Qi-m41 


ee 
Ü em Cirmrl Ut Tir2m 


右边 行列 式 是 “的 多 项 式 , 且 次 数 至 少 为 4 十 2m 十 1 .假定 
J (a) =È ar 


在 z=0 的 基 个 邻 域内 收敛 , 则 
げ ( の @。( の ー ア な (の ーーaa0。 (2) -- Pos (0)] 


tQ.) Ὁ 


的 次 数 至 少 为 4 十 2m 十 1， RH, eT) = Pau (2)/Q, (2) 
是 有) 的 Padé 近似 式 一 一 因为 ， 所 谓 f (2) RS Padé 近似 式 
Βωνίῳ)--Ρμ(ω)/Ων(α), REDT Ρι(ῳ) 至 多 为 次 、 分 母 
Q,Co) 8 & s ν 次 ,而且 满足 如 下 条 件 的 有 理 分 式 : 

}(α)ῷ, (e) — Pa (0) = (0*3), 
其 中 (4 人) 表示 二 次 数 至 少 为 上 +z 十 [的 级 数 ， 这 样 ，s 
算法 具有 


ERL 设 f (o) c 3 aat 在 "一 0 的 某 个 邻 域内 收 人 


T, — Ὁ αμ, 则 sf mes (T) 3 f (088 i-e m/m 次 Paa6 近 似 
R. 

以 上 性 质 都 是 从 公式 (4.7) 推 出 来 的 ， 其 实 , 直接 由 道 失 
公式 (4.12) 出 发 ， 利 用 数学 归纳 法 也 可 导出 。 算 法 许多 有 用 
的 性 质 , 例如 性 质 8* 和 下 面 的 性 质 δ", 

性 质 8’ 的 新 证 明 ， 因 为 

EP ea IT m a ερ, 


一 YS 一 


ep = = (ai TD —&) -Iht (at — ei) -1= bte h, 
WH (4.16) 4 n=0 時 成立 . SEE (4.16) Ἐ5 n 以前 的 成立 , 
Lu 

+ belt? + (Dsg — 076823) * 7a bass, 
82 sem b tet] + (beet — befar) = b eas, 

这 证 明 (4.16) 对 任何 % 均 成 立 . 

性 质 5” x 

TD oN, k=0, 1, 2, Ut, a, 0, 
ASA, m > IAal テ … テ [Am] z0, Y= (λε--Ί}αι, 
Ἡ 24 ὁ 充分 大 時 
E 3 xa, es μα” $9») 4, (4.17) 


事实 上 


) 一 (egD 一 8) -| 3 ぷー 2X r 


gre 
e % 一 0 时 成 立 。 现 设 (4.17) 直 到 ?以 前 均 成 
立 , 则 
ea^ 3. tg, για MA ya)" ゴー -( ct ED ο] A 


や eri MN 
一 M ta tH i 
EE "uM Lima 
31. 1 
- > jh, =A Aati 
s=n+1 
7A 
$+ 十 
= 5 λα" Qs, 
s—212 
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m -1 
ema Ottima) [S arma ο 


ο Ym) 
+ (oma + Ὁ (だ a 


8521153 λα 
ο ο OE) E 
SUL OS a) -1 fı + ( Ansa ) m+3 } 


An+t Yni 
4 1 ー ユ 
~ (S 9n+2) 


这 便 证 明了 (4.17). 
由 (4.17) 可 知 
el Nga Sc OMS). (4.18) 
由 此 可 见 


aff (e$) Maa, eR (efe) T ml) a. (4.19) 
由 性 质 8° 各 5° 可 知 , 如 时 
T, — a, 33294, 
则 a 
sf) — ao~ e, (T4 — a9) ~ Σ の 
特别 地 有 sz 外 一 co=0， 即 8 如 一 oo， 
这 就 是 性 质 1"。 由 性 质 3" 和 5 还 可 知 ， 如 果 条 件 (4.1) 成 
立 , 则 有 误差 估计 式 
mT) Ma 
8 算法 的 上 述 性 质 均 可 推广 到 向 量 的 情形 . 上 面 关 于 性 
3’. δ᾽ 15 的 证 明 对 向 量 的 情形 也 仍然 有 效 . 
性 质 6” 如果 
Ta t+ $y aPN, k=0, 1, 2, =, aP «0 
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132, 但 具有 周期 性 


a; 一 ae， jo 为 固定 整数 ， 


BH 121A] 13.12--—123,120, 那么 


0 
85 p 77 do, 


事实 上 , 设 


则 有 


Ῥω) =Pot (Pi— To)e + (Ta-T D+, 


JE) -- Tote E Ona — at) 
ᾱ-1 


Ῥ 
cra? Pas — uam) en 


=Tote $a Σ M (,aj!*? — a(?) 


了 =0 sci 


Tete や や eg ウーg の ) 


= To 十 を Ὁ δι (αλ) ή 


x 号 (Eha) (Aua IHD — gd の 
=To+ v > i S eu) や Pop) / 
[1— (24)*] 
= aot $) at [1 — (A) + (αλια) — naf?) 
Fa. (Ma — ga H+ (EA) 


x (Bha 7D — みか ー ツ ) 十 (224) 1-1 
X (eua? — maf?) / [1 — (Cae)™] 


(4.20) 


-wt (1--αγ8) {5 axial / [1— Gad], 


REW, f(z) 是 kop/kop 次 有理 分 式 . 面 由 (4.20) 知 
T,- [Pot TD | 
故 根据 性 质 4 有 
es=f (1) =a, 
证 毕 . 
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第 ἐν 
外 推 法 的 应 用 (一 )， 数 值 积分 与 微分 


$1 Euler-Maclaurin 求 和 公式 


目前 ,外 推 法 已 应 用 到 了 数值 分 析 的 各 类 问题 之 中 。 这 
里 首先 介绍 在 数值 积分 中 的 应 用 . 


在 数值 积分 中 , 为 了 求 积分 
ro=If= | 7 の ap (6.1) 
的 值 , 常常 使 用 如 下 形式 的 近似 公式 
1158/58 P wy f (2x), (5.2) 


也 就 是 用 被 积 函 数 SEn TEE wy 处 的 值 的 线性 组 合 ΒΡ 
来 近似 替代 积分 值 IF， 节点 个 数 兄 节点 wx 及 其 对 应 组 合 系 
数 wy 的 取 法 不 同 ， 便 是 不 同 的 求 积 公式 。 例如 , 令 加 = (一 
4) /n, vp 一 a 十 hh， Γι f (oy), ΠΒ 
梯形 求 积 公式 
77= ル (を カキカキ カー キム コキ す を 廊 ), (5.9) 
广义 矩形 求 积 公式 
ザー ルプ (α--δ(81-1-ἑα)), la| «1, 
(5.4) 
显然 ， 按 这 些 公式 计算 , hcm A D R Yt DL TF. 
ΒΡ 也 不 同 , 我 们 把 它 记 为 全 (h)， hf oie, EARE 
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参数 。 可 以 设想 , 根据 地 的 几 个 近似 值守 (加 )、 了 (加 )、…, 利 
用 外 推算 法 ,有 可 能 推算 积分 If 的 更 精确 近似 值 . 但 选择 哪 
种 算法 才 最 有 效 呢 ? 这 就 得 研究 了 (人 具有 什么 样 的 渐 近 展 
开 式 . 

首先 讨论 梯形 求 积 公式 二 .83)， 我 们 有 如 下 展开 式 


ザー ワオ や Be ο ο Esas 
(5.5) . 
Ε が 78 1 B NB 
ΝΗ [ΕΠΕ FI sy+2( り 一 Bania] 
x Siem (α-}- kh +th) di 
| DET aram 
TONED! (Bo Barraf (D, , (6.6) 


其 中 B, 为 Bernoulli 4&3, Βι(ὲ) Jj Bernoulli 多項式 , 被 积 
函数 f(%) 假 定 在 [a, δ] EE] 2N 1-2 阶 导 数 连 续 , ξ Ee ία, 
8) 上 某 一 点 ， 这 公式 既 可 用 来 求 积分 , 也 可 用 来 求 级 数 的 和 ， 
称 为 Euler-Maclaurin 求 和 公式 . 

所 谓 Bernoulli 常数 Be， 就 是 函数 Gu -1)my 
等 级 数 展开 式 的 系数 , 即 


Gt) -1/(6—1) = 5p た (5.7) 


BT :-G0)(0-20, Wü 


£e ( BL Bi が Dl. JG eM Pe 


比较 两 边 世 的 系数 ,可 见 Bo=1, m を >1 i 


a Br pum ... Bo 
Dn ($3: 75 Gp" 


从 而 
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P Bero DB 


B= ioi τα DH! 
k! 


k! 
[和 αγ _3 十 … 十 一 一 一 一 OE B,. 
这 样 ， 如 果 把 B" 理解 为 Bu， 则 上 式 可 改写 为 容易 记忆 前 形 


式 
(5.8) 


B,—-(B-4-1)*, k1, 
这 是 计算 δ. 的 递 推 关系 ， 例 如 462, 8,4, 5 时 有 
B= Bs+ 2Bi+1, 

B4 B4--3B44-8B, 1, 

B,— B, -4Bs 4 6B44- 4B44-1, 

B,— B,:-5B,4-10B34 -10B, 4-bB,--1, 


注意 Bomi, 由 此 顺 次 可 得 
Βι--ᾱ, 
B=- E(B + =, 
Ba= — (6B, 4B, 1) =0, 
B= -$ (10B, H10B, 5B.) 2}, 


注意 G8 (一 人 站 =t+G(), 则 有 
> (1 D ルー ης $e, 


k=0 


比较 两 边 RRA, 1$ — Baci Bakri, EX 
Ban+1 =0, ぁ >0. 


正 是 由 于 除 Bim ERA CS: Bernoulli 常数 Basa 为 
0, 许多 人 把 Ba, 记 为 By, 


所 谓 Bernoulli 多項式 Βι(α), LER 
Hix, 0) — te^] (é —1) 
ΠΗ δε 24 ἀκ ΒΕ7 74019 35 ἄχ, 即 
Ho, t) = 


so 4B 
る 69 


显然 Πα, 1) —e"G()), ΚΒ 


ΣΡ ΒΓ ΣΤΡ 
比较 两 边 ... 
の 

i AG Hr *tü- aln 1 Pate :十 一 一 一 Om B, 

所 以 
Βι(α) —- (v B)* (B*—B,). (6.10) 

这 表明 BL) RE b 次 多項式 , 且 由 此 可 得 

Ῥο() =1, Βι(ω)--ᾱ-- 3, Βι(α) ゲー タオ er 


由 (5.10) 还 可 得 
B,(0) = B*— E, (5.11) 
根据 Bi(4) 的 定义 式 (5,9) 还 可 导出 Bernoulli 多項式 的 
许多 重要 性质 、 例 如 将 人 .9 两 边 对 o RF, 得 
Σ B; BD. Pe = 5 B, pen 


et— 1 T 
Ic SEP VI t Bn zn. 得 到 Bernoulli 多 项 式 的 求 导 公式 
B(w) 5 Βν (s) (6550), (5.12) 
又 由 (5.9) 有 
σι Βιι1--ᾱ) p σσ (θες 
£e h! &--1 e*— i 
-EO Co 
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比较 两 边 太 的 系数 ,得 
By(1—2) --(-1)"Βι(ϱ), (5.18) 
Hi, Ba (D) — Βα), m を >0 i] V 


ον (1) = Bor1 (0) = Boa (i) 一 0. (5 . 14) 


根据 (5.12) 和 (5.18) 可 以 证 明 ， xx(@ 在 区 同 [0,1] 
上 只 有 0, Σ 和 工 这 三 个 零点 ， 而 yale) = Ba (ο) — Bay 在 区 
ΒΘ, JERES, 

事实 上 , 假定 Baria(g) 在 [0, 1] 上 还 另 有 零点 , 则 按 微分 
学 的 Rolle 定理 ，Bsra(o) 在 此 零点 所 在 的 半 个 区 间 内 有 二 
零点 ,从 而 Bia (e) 一 (28 十 1)24Bae aa) 在 这 半 个 区 间 内 有 
一 零点 ， 这 说 明 ，Bu_x(o) 除 0, 381A, BIRRA. Πε 
此 类 推 ， 可 知 Ba(w) 在 [0, 切 上 至 少 有 四 个 零点 ， 这 同 Bao) 
为 三 次 多 项 式 矛 盾 ， 这 就 证 明了 Bawrz(w) 在 [0, 1 ΕΡΕ O,. 
去 和 1 这 三 个 零点 . 又 车 Yal 在 [0, 1] Ε358, RI iB ψαιία) 
的 连续 性 知 ，goew) 在 (0, 切 上 应 有 一 零点 ， 而 南 (G6.11) 及 
By (1) = Ba,(0) 知 ya, (1) =y (0) 一 0， 故 根据 Rolle 定理 知 
Va (ο) =2k Box) TE (0, 1) 上 至 少 有 两 零点 。 这 同 Βαι-ι(ῳ) 
在 [0, 1] EJUS ο, る 和 1 这 三 零点 的 结论 忒 证. HH yalo) 
在 [0, ERES, EE, 

根据 (5.12) 和 (5.13) 还 可 看 出 

g の (る ) -&(b—1)- (614-1) Bs Co), 


! 


BPQ) e gr Bes 


BPO) - Con up Pes 


D)! 
或 
BE OB, ΒΦ») -IIB (618) 
根据 Be(2) 的 求 导 公式 (5.12) 可 算出 Bu(o) 的 Fourie 系 
数 


i 

aj? -2| By(2)00s 2xla da, 
ο 
4 

b^ -2 | gz(c)sin 2lada, 
o 


从 而 得 出 Be(w) 的 三 角 级 数 展开 式 
Ba (o) - σος QU $, πολ ode, 


23k— ix 3k 
Bgi(v)— -CD OLD $ ais - 
は を k(2 1 
EN 
B= Ba(0) = COR S as 
| -CI'OD rtg, (610 
其 中 人 (2) 是 Riemann 的 ifii 
to -33. (5.17) 


为 了 证 明 Euler-Maclaurin 求 和 公式 ， 我 们 拟 用 如 下 著 
名 的 Darboux 公式 , 


PO の - f] 
= 3 Ct o aen? (Df) 
ο ο 
x PG fD (a+t(a—a))dt, (5.18) 
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其 中 Poen 次 多項式 , f()36 n+1 Wr SPIOE HOUR A. 
这 公式 只 要 将 下 面 的 恒等式 两 边 对 € 由 0:8] 194, ERE 
Pp? (6) 是 常数 , 便 可 得 到 
dr OD Ga Pr? ()9 (o la) 
—— (sa) PPQ)fGa--t(s—2)) 

— (2—0) ΡΕ (t) f" (a+t(2—a)) 

+ (æa) PE TDS "att(e—a)) 

+ (a-a) Pg» (Ff (a-E-t(s—a)) 


t C- D" (e—a)" P; (0)f (a t(—a)) 
(71) (e a)" P, (D f (a+t(a—a)) 
~ —(z—a) P? (0) (adt t(s—a)) 
T (-1Y(z—2a)"*1P,(0)f 0*9 (a M-t($ —a)), 
顺便 指出 ， 在 (5.18) 中 令 Ρη(ω)--(α--1)", {E 18 Taylor 4 
X. 
现在 我 们 来 证 明 Euler-Maolaurin 求 和 公式 . 4 n—2N 
+2, PA) — BOO, 注意 (5.15), 则 由 (5.18) 得 
(2N +2)! Lf (2) — f(a)] 
` Pl (a LN ID ! 
x ((-1)f 9 (2) — f? (a) B, 
T(— L1)? w αἲ 2333 
x [Bass ( O79 9 (2t adt, 


再 注意 Bis I, Baa 70070), 得 
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ati- NI 


(2) —f (0) - 1 Cf G)-- F1 | 
-. や (ター の や Ba f 99 (a) 一 ao(z)] 


s=1 (Z8)! 


(wa) N+ (i - 
x jay 9 (a iz —a) dit, 


EIOD SO, a slo ath, MEREN 


g UG) ef] =| rode XS 


x [f 9579 (a --À) —f9179(8)] 
λ3Ν 18 1 
— GNY3,r f [Boy ia (2) — Βον καὶ 
x FN (a+ ihjdi, 
再 将 a gp ach, a+2h, ---:, a+ (n—-1)h, n9 (b—a)/h, 然 
后 将 所 得 式 子 相 加 , 则 得 


Tf AL. fa) +f (a+ +f (a--28) + 

4 f(a-- (n—1)1) + 7 | 

= [rends + や I Si 39 [fe DA) --[55-Ὀ(ᾳγ] 
o "ΓΒενμοί の 一 Borso] 


u ΑΝ 15 
(2N--2)!. 
x S3 99 (akh ud, 
这 就 是 我 们 要 证 的 Euler-Maclaurin 求 和 公式 (5.5), RER 
项 E vii 的 第 二 种 下 示 式 尚 待 证 明 . 
其 实 这 很 容易 证 明 : 由 于 yax+a(zZ) 一 Bavta(c) — Bansa 在 
ERO, 11 上 不変 号 , 故 根据 广义 积分 中 值 定 理 
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gs (t) — Bays] s fP (a+kh+th)di 
ὧν 1 
= 5 {5753} (a + kh - 0,5) | [Baw+3(t) — Bonta] dt 
= — Baysa S J (a -- kh -- 04A), 
κΞ0 


其 中 0< あ <1, ΠΗ 951 (a bh) EDO, 11 EX 4E, 
必 有 
nm< Pt の (o 二 Bh+ Oh) «nM, 


XE τι ἯΙ M 分 别 表示 f?" ()fe[a, 8] 上 的 最 小 值 与 最 
大 值 ， 从 而 根据 连续 函数 的 介 值 定理 , 一 定 存在 を < きぐ ら , 
使 得 

S f 9399 (a-- kh--0,) =nf DE), 


κΞ0 


于 是 ， 


haAN+8 


Erri=— GNX2) f [Bassa (t) — Bansal 


x S fOD (a+kh+th)di 
k=0 
3 が +3 


ΩΝ 43)! (— Barsan fet (£)) 


στον a P t Oca mm), 
这 就 证 明了 (5.6). Euler-Maelaurin 求 和 公式 证 毕 . 
将 (5.16) 代 入 上 式 ， 还 可 得 到 余 项 Er 的 另 一 种 表示 
式 


ダッ ュー (—1)5*12 Gy 


x (b —a)t(2N -2)f ?*»(£), (5.19) 
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$2 一 些 简 单 求 积 公 式 的 导出 


Euler-Maclaurin 求 和 公式 (5.5) 表 明 , AARAA f (o) 
充分 可 导 的 情况 下 ， 梯 形 和 (Ch) 具有 (1.9) 形 式 的 渐 近 展开 
X, 只 含 的 偶 次 捧 項 . 因 面 可 用 Romberg 外 推 法 ,来 推 算 
积分 ザー ダ (0) 的 近似 人 7$ め 。 据 ①.2)、①.3), 其 计算 公式 
为 


TV τν), (5.20) 
γω... TES AUTO. 
hi — han ᾽ 


ho, ἦα, »'', ho 不同， 所 得 TW 亦 不 同 ， 我 们 记 The, A, --», 
ha) 一 PW， 许多 求 积 公式 , 实质 上 就 是 
IfzT(, δα, ---, hm), 

Ri EB ho, Πα, …, hn 的 取 法 不 同 。 换 句 话 说, 许多 求 积 公 
式 ， 实 质 上 都 是 从 梯形 求 积 公 式 出 发 ， 应 用 Romberg 外 推 法 
的 结果 .举例 如 下 : | 

1? ; Simpson REAR. 

设 % 是 偶数 ,有 = (5 一 2n, ho=2h, M-—h, fy-f(a 
kh), 则 有 


A 
1 


-ᾱ P (feces etel.) 
M5 fe fae ee feat 9)) 
= ο ο fea fest fin). 
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这 正 是 Simpson 抛物 线 求 积 公式 ， 记 右边 的 和 式 为 5( 户 ， 
则 有 
IfzeS(h)--T(h, h), 

说 明 Simpson 求 积 公式 相当 于 由 梯形 求 积 公式 作 一 步 外 推 . 

根据 Euler-Maclaurin 求 和 公式 (5.5), 可 立 即 得 出 
Simpson 公式 的 渐 近 展开 式 ， 将 (6.5) 简 记 为 

T(h) -1ΓΕΣ hter ahh, (6.31) 

其 中 
By [f 9r») πα. (α)], 


ql 
* (2s)! 


Tailh) = NIT b —a) Bay, 2f ND (E), 


则 有 
Sh) ~If = (4[T (0) — 1f] ~ ΠΙΑ) 1/3) 
ο, 
-$ v GM era (29) omn] 
mS La) iy MI 


a: 3 


其 中 
4 b—a 
8 (2W 十 2)! Bansa 
x ESED E — 4Ygarmie). 
类 似 于 Simpson 公式 的 推导 ， 可 得 下 面 的 求 积 公 式 3*、 
B^. 4^. 


yai (À) = 
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2? Newton 八 分 之 三 求 积 公 式 . 
设 ” 是 3 的 倍数 , 则 有 
Ife N(A)-T(8h, h) - {97 (0) -. T(8h)) 


ー エ が fo Sfi - 3f 2f, 3fst 8f f.) 


ΛΟ -1-Ὁ to- 95) c h + Ἐν ha, 
当然 , 这 里 Tyer 跟 Simpson 求 息 公式 的 Tva 不同 、 
3° Boole 求 积 公式 . Ut nd 4 Bp fX, 则 有 
Ifz Β(1) —T(44, 2h, h) 
= ax (64T (h) —20T (2h) +T (4h)} 


-2 h{Tfo+32f1+12fa+32fat14fa + Τρ}, 
Bih) -1-Σ 15 [64— 20x 4 +16"] hr + iy 
4° Weddle 求 积 公式 . 设 m 是 3 的 倍数 , 则 有 
If zW(h) -- (3h, 2h, h) 
- iy (19 (h) —6T (9A) + T (3h) 
A ο ο fe feos f), 
W (A) ガー (5-6 4-9) s) 
ο 
上 述 求 积 公式 都 是 梯形 求 积 公 式 的 线性 组 合 。 由 梯形 求 
积 公式 的 线性 组 合 还 可 以 得 到 其 它 求 积 公 式 , 如 
δ᾽ ας 
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IfceU(h)-2T(A/2) —T(h) | 
CM fa fna (5.22) 


U ()) - If = 2 (239 — 1) y Qj 
2 


こる G9 1 


"Sn By? ISO? tiya (8) 99. 
1-51 H 


. (8.28) 

上 述 所 有 求 积 公式 都 是 一 百年 以 前 提出 来 的 ， 我 们 在 这 
里 提 及 这 些 公式 ,目的 是 说 明 ， 它 们 都 可 以 由 梯形 和 代 ( 向 出 
发 ， 利用 Romberg 外 推 法 或 适当 的 线性 组 合 得 到 ， 而 且 它 
们 误差 的 渐 近 展开 式 也 可 由 Euler-Maolaurin 求 和 公式 推导 
出来 . 

其 实 , 不 仅 这 些 求 积 公式 的 误差 渐 近 展开 式 可 由 Euler- 
Maclaurin 求 和 公式 推导 出 来 , 复 化 的 Gauss-Legendre 求 积 
公式 也 是 如 此 ， 事实 上 ， 设 /Co) 的 3V 十 2 阶 导 数 在 区 闻 
[α, BLEER, Bla, 如 的 m 个 相等 小 区 间 上 应 用 Gauss- 
Legendre 求 彼 公式 , 4 h= (b—a)/n, 那么 


j- Bis T. 


i=l 


hohy 


@( ヵ ) "n ath- Da). 
这 里 m M Wa 分 别 是 Gauss-Legendro 求 积 公式 的 节点 和 权 
系数 ， 将 其 中 的 f (a--h— 2 οὐ) 按 Taylor AREF, 
则 得 


一 96 一 


emere (Ede GY Com 8 


150 j! 


十 OC1aw+3) } E 


$ 2y+1 pjt 
- と {3 pU - f? ( ge かー タ 5) 


<$ maior 


注意 am 在 [一 雪上 的 分 布 关于 原点 对 称 ， 而 且 对 称 节点 处 
的 权 系数 相同 , 可 见 j— 25-1 Rd 


$ noget, 
Xj-2 m 
B= PUT 之 WOR, 
出 知 - 


GCA) -È 位 βιλλνα [ο a 1-1}, - 5) 十 OUjav+s) | 


-Σ Bh” [e$ rm ( a+lh— Proge) . 
但 由 (5.23) 知 
36 s の ユー 3) 1 
ΛΣ (ah. = - 1/5» の 
x Bah” I [exp 十 OCAN+) . 


代入 GCh) 的 表示 式 , 可 见 
AC) =$) ih ONY), 

其 中 己 跟 六 无 关 。 可以 正明 , το--1[, エー ター…ー タ ー0. 

事实 上 , 由 Gauss-Legendre 求 彼 公式 的 余 項 公式 


t p» - di- 23»*5[ (54-1) 1]* ΜΉΝ 
ἀνέ ο) 
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可 知 


GN) — If = HP] (< オー すす) 


ΠΣ る 5 
=f, 7( aH E+) 


Μη < 02299 [(p4-1) 114 
2 A (2p18) pti] 


x form (£p) (y 


[Cp--1)1]* p+ 
“Trapt MEME 


比较 GZ) 的 最 后 两 种 表示 式 ， 便 知 το-- If, vim Tam m 
一 0， 于 是 得 到 


G(À) - If + IIO, (6.24) 


$3 Romberg 积分 法 及 其 改进 


EXOeRBUAGX D'e4^ JEEP BEATUM, SHE 
Romberg 外 推 法 计算 一 ,二 步 的 结果 ， 它 们 的 误差 阶 数 均 比 
梯形 求 积 公 式 的 高 。 由 此 自然 想到 ， 可 将 外 推 过 程 继续 下 
去 ， 直 到 |7 め ー が | 小 于 容许 误差 限 为 止 。 这 种 求 积 法 称 为 
Romberg 积分 法 , 是 1955 年 Romberg 提出 来 的 . 

在 外 推 过 程 中 ， 参 数 ( 步 长 ) 数 列 Uu) 通常 采用 第 一 种 数 
列 ， 即 令 加 = 有 如 2" 而 加 =5 一 a 或 5 一 的 若干 分 之 一 。 此 
Ej, (5/5)? 4^, Romberg 外 推 法 的 递 推 公式 (I .3) 变 为 

TX TD 4- (PHP — TEL) 4" —1); (5.25) 
误差 估计 式 (2.60)、2.64) 和 (2.47) 则 分 别 变 为 
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VO C If] TU—-TOl/üu-4"€* う 


= |TO,—T9V|, (85.26) 

[Tio — f| es (nh tM (4—1) 
Τατ , (5.27) 

TH If = (1h A tnaro) 
ρα την (5 . 28) 


其 中 的 (5.28), 根据 Euler-Maclaurin 求 和 公式 (5.21) 和 Bs; 
.的 表示 式 (5.16), 还 可 改写 为 


1)”B. mr hart? 
Tf ται 


x (fem»(p) — f 3-0 (α) Moy 


_ (一 1)" Bom sahat? (b 一 ー@) 
am mH] 


x {fH(E) +0} 
_ £(2m-- 2)? (b —a) 


2m TGOirdm + 


| x {JOPE +o), (5.29, 
当然, 在 这 些 公式 中 , 应 有 MSN Η ὁ 充分 大 . ὁ RIRKA 
志 , κε Την 18 ὁ 的 增加 而 呈现 单调 性 , 或 按 (2.65) 


(1-1 a» 
T m yi. (5.80) 


TP TE 

显然 , 上述 公式 都 比 一 般 Romberg 外 推 法 相应 的 公式 简 
单 而 县 体 ， 这 是 Romberg 积分 法 通常 采用 第 一 种 参数 数列 
县 i 的 一 个 原因 ， 另 一 个 原因 , 是 在 算出 了 TT(h) 之 后 ,在 需要 缩 
小 步 长 的 时 候 , 了 (hitz) 比 较 好 算 . 事实 上 , 在 把 区 间 [w, 分 
成 步 长 为 义 的 小 区 闻 之 后 ， 再 分 成 步 长 为 wr 的 小 区 闻 时 ， 
由 于 As 一 A/2 新 添 节点 就 是 原 有 小 区 间 的 中 点 。 所 以 ,， 根 
16A X (5.22), 


Di ^ Am+t 


τι) σταρ 


=E THa) Ta S f a+ I DR, 
(5.81) 
Kb n-(b—a)/hu. RAH, Th) Τ TOM En 
上 新 涨 节点 处 被 积 函数 函数 值 之 和 与 新 步 长 h+1 的 乘积 . A 
而 计算 中 (xssz) 时 ， 只 需 计 算 新 添 节 点 处 的 函数 值 , 而 不 必 重 
新 计算 全 (&) 所 含 的 原 有 节点 处 函数 值 ， 原 有 节点 个 数 比 新 
添 节点 个 数 还 多 1 个 , 这 就 使 了 Catz) 包含 的 函数 值 计算 工作 
量 节省 了 一 半 以 上 . mM 
不 过 , 这 样 每 缩小 一 次 步 长 , 新 添 节点 个 数 成 倍增 加 , Ἡ- 
算 函 数值 的 工作 量 也 是 成 倍 地 增加 ， 对 于 比较 复杂 的 被 积 函 
数 , 这 种 工作 量 的 成 倍增 加 是 十 分 可 怕 的 ， 为 使 函数 值 的 计 
算 工作 量 不 致 增加 太 快 , 可 采用 第 土 章 §4 记 说 的 第 二 、 三 种 
数列 。 采用 第 三 种 数列 五， 即 令 加 一 ho/ (1 十 仆 ， 每 缩小 一 
次 步 长 ,所 需 函 数值 只 增加 一 个 , 可 以 说 是 增加 速度 最 慢 ， 不 
过 , 由 于 以 前 算 过 的 函数 值 难以 利用 , 实际 计算 工作 量 得 不 到 
多 大 节省 ， 另 外 , 步 长 也 不 能 缩 得 太 小 ， 否则 Άννι δν 逐渐 接 
近 于 1, (2.78) 中 的 用 很 大 ,计算 稳定 性 较 差 . 所以, 最 好 还 
是 采用 第 二 种 参数 数列 Ha B 
ho, ho/2, ho/3, ko/4, ho/6, ho/8, Δο/19, =», 
此 时 , 因为 ーー 
T (sa) = ET ua) hers S f(a (Gb 1)), 
(5.32) 
Jtr no (ὁ -- 2) /hy 所 以 计算 全 (hws) 时 能 充分 利用 TCh_1) 
所 用 过 的 函数 值 ,新 增 的 函数 值 计算 工作 量 只 是 TU 008 — 
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悄 ， 不 过 , 此 时 对 应 于 (5.25)~ (5.30) 的 公式 要 复杂 一 些 , 因 
而 计算 机 程序 也 要 比 第 一 各 参数 数列 的 复杂 一 点 。 此 外 , 这 
时 hsa/ 如 < 扣 ， 而 对 第 一 种 参数 数列 ht2/ 有 一 喜 , 所 以 (2.73) 


中 的 M 比较 大 ,计算 稳定 性 稍 差 . 

从 (5.23) 可 见 ， 和 矩形 和 口 (4) 也 具有 类 似 于 梯形 和 (及 ) 
MUNDI REESE, 而 且 加 的 系数 (2:-* 一 1)5, 绝对 值 比 T(h) 相 
应 系数 小 ,所 以 ,我 们 也 可 由 (有 出 发 来 进行 外 推 , 作 外 推 
表 D4. 计算 公式 和 程序 限 TT(h) 的 差不多 , US 的 误差 比 の の 
区 还 小 一 点 。 注 意 (6.21) 和 (5.23) 中 hb 的 系数 ,它们 的 符号 
完全 相反 . 这 样 由 误差 售 计 式 (2. 红 ) 可 见 ， 当 如 充分 小 时 ， 
TE MUL MY IS 的 误差 具有 相反 的 符号 ， 从 而 可 作为 二 
dE ET ER (H3 (5.22) 53 (2.61) 相同 , 这 结论 也 可 直接 由 
第 2 章 85 的 讨论 得 出 )， 于 是 ， 我 们 也 可 同时 计算 ΤῸ 和 
可 多 ， 并 利用 (2.59) 来 估计 误差 。 此 时 のり 还 可 根据 (2.61) 
计算 . 

无 论 是 梯形 和 (A) 或 中 矩形 和 如 (h)， 它 们 的 误差 都 只 
TRA ΠΗ, HE S2 导出 的 求 积 公式 以 及 高 斯 型 求 积 公式， 
误差 阶 数 都 较 低 ， 只 有 通过 外 推 , 误差 阶 数 才 可 能 提高 ， 而 
为 此 得 计算 若干 函 数值 。 因此 , 为 了 节省 计算 函数 值 的 工作 
量 ,我 们 也 可 由 高 斯 型 求 积 公式 出 发 进行 外 推 ， 注 意 (5.24)， 
' ぜ ( め 的 新 近 展 弁 式 中 不 含 が 、 だ 、 …、 が ? 等 项 , 可 把 GA) 
RAP, 继续 计算 m>p 时 的 GOD. 

对 于 一 般 的 被 积 函数 ， 它 在 积分 区 间 的 不 同 部 分 上 的 变 
化 快慢 是 不 同 的 ， 在 某 些 部 分 , 用 较 大 的 步 长 .误差 阶 数 较 低 
.的 求 积 公式 , 可 以 算出 在 这 部 分 上 积分 的 精确 近似 值 ， 而 在 
αρ), 需 用 较 小 的 步 长 , 较 精确 的 求 积 公式 , 才能 得 出 
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在 这 部 分 上 积分 的 较 精确 近似 值 。 因此 , 在 一 邊 区 同上 利用 
同一 步 长 .同一 求 积 公式 , 是 不 划算 的 。 为 了 适应 被 积 函 数 在 
不 局部 分 変化 概 不 相 局 的 情況 , Romberg 积分 法 可 按 如 下 步 
SEE 

(a) WEER E δα 和 容许 误差 限 &. 

(⑪) 在 区 同 [z, 4 十 ho] E d£ Romberg 积分 法 计算 了 ”和 和 
το, ΠΠ|ΤῸΤΦ]ε, MES 了 (作为 此 区 间 上 的 积分 
8), 并 将 ho 放 大 1.5 倍 , 否则 计算 TP, ng | T — T£? | <e, 
WZT, 否则 计算 TO id]p 3T) —TD$|-e, wp 
TP, JK ho 缩小 为 0.6ho; 否则 转向 (9). 

(ο) ERZ TP τὰ TS? TS? 作为 部 分 区 间 上 的 积分 值 
之 后 , BEF- KALERO, M ayk- K 
ESL CHAR [| @ 十 >, ΠΙ e λο-δ-α), $ JE deu 
(b), XXFEELSISCT-EUM CIS £152 1E. 

(4) 34 (b) rp T? 不 满足 误差 要 求 时 , 说 明 积 分 区 间 太 大 ， 
可 缩小 jw 790 6, 再 转 问 (6), 如果 已 缩小 到 很 小 的 程度 ， 

TY) 仍 不 满足 误差 要 求 , 说 明 被 积 函 数 有 问题 ， Romberg 税 分 
法 不 能 应 用 ， 

上 述 过 程 根据 被 积 函 数 的 特点 ， 在 积分 区 间 不 同 部 分 上 
自动 地 改变 求 积 公式 的 阶 数 (T、7T 织 、T99 的 误差 阶 数 不 
[]) 种 基本 步 长 如， 这 种 积分 法 称 为 自 适 应 积分 法 . 

我 们 在 第 3 580 最 后 指出 过 ， 当 人 (刀具 有 (2.42) 那 样 
的 浙 近 展开 式 的 时 候 , 也 可 用 有 理 式 外 推 法 ,而且 罗 4 的 误差 
往 征 比 多項式 外 推 法 小 . 由 于 梯形 和 人 (多 正好 具有 这 种 渐 
近 展 开 式 , L1 (5.21), 其 中 7 一 2, 所 以 我 们 也 可 放弃 多 项 式 外 
ΠΕΙΣ, 改 用 有 理 式 外 推 法 , 例如 Balirsch-Stoer 有理 式 外 推算 
ik. Stoer 算法 、 Larkin 算法 . 注意 第 3 2 ὃ 8 所 列 公式 中 的 ， 


一 102 一 


h WEH R, 
"δὲ, 当 步 长 数列 0) 采用 第 一 种 数列 ΜΠ, ME ん = 
hob‘ 时 ， 了 Euler-Maclaurin ΣΚ FU 3 (D 21) 208 Jj 
T, T (u) -- f 32 reh Q9 O(m), 


这 正 是 (4.1) 形 式 的 渐 近 展开 式 ， 因 此 我 们 也 可 由 梯形 求 积 
公式 出 发 ,利用 e 算法 推算 积分 值 1}. 


$4 反常 积分 


应 当 注 意 ，Euler--Maclaurin 求 和 公式 (6.21) 或 (5.5 成 
立 的 条件 , 是 积分 区 间 有 界 ， 且 被 积 函数 f(%) 的 2N --2 βῆ 
数 存 在 并 且 连 续 ， 这样 的 积分 称 为 正常 积分 ， 如 果 积 分 是 反 
常 积 分 , 即 这 两 个 条 件 不 满足 , 前 述 外 推 法 失去 了 基础 , 就 未 
必 成 功 了 . 

为 了 对 反常 积分 应 用 外 推 法 ， 可 设法 把 反常 积分 的 问题 
化 为 正常 积分 的 问题 . 例如 在 积分 区 间 有 限 的 情形 , 可 采取 
下 列 办 法 ; 

15 变量 替换 法 .利用 变量 替 热 把 反常 积分 化 为 正常 积 
4. fi 


+ Ῥ/α yn + pig~t 
P go) dr Eg | g(a dt, 


| っ ELA κο, Nd, 


LP cet fg (eoe dt, (5.83 


这 里 假定 g( ヶ 的 2N --2 阶 导数 连续 , p. 9 基 正 整数 , 从 而 上 
列 三 式 右边 都 是 正常 积分 . 
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2^ 分 项 法 ， 把 被 积 函数 /(z) 拆 为 两 个 函数 之 和 : 
Λία) ^fi(2) - fa), 
使 If. 能 直接 算出 ,而 1}. 是 正常 积分 ， 例如 ， 假 定 9(@ 的 
2N +3 阶 导数 连续 , 0<p<i, W 
[ato (ode 
是 反常 积分 ， 令 
Λι) ea7*[g(0) +Z の 0+… 


Ν +9 
十 "c 3i ga" *» (9) ] 


fa(2) = の 7 の (の) — Γι(α), 


则 fi(e) 很 容易 积分 : 
_ 0) , の 7(⑩0)」 ge" *»(0) 
ュー ユーg Tap 十 "GNY3) 1(2N -38—p)* 


而 f. (28 28 -+2 阶 导数 存在 且 连 续 , Ifa 是 正常 积分 . 

8” 除去 奇 点 法 ， 即 除去 奇 点 (被 积 函数 及 其 低 阶 导数 
不 存在 或 不 连续 的 点 ) 的 邻 域 , 在 剩 下 区 间 上 积分 ， 这 时 在 草 
下 区 间 上 的 积分 是 正常 积分 。 采用 这 种 办 法 时 ,应 能 估计 在 
被 除去 部 分 上 的 积分 ,使 其 小 于 多 许 误差 限 , 

有 些 反常 积分 ,根本 不 考虑 它 的 奇 点 , 把 它 当成 正常 积分 
进行 积分 ， 也 往往 能 获得 成 功 。 例如 在 积分 区 间 [ 一 1, 0198 
端 是 奇 点 的 积分 | (4)dz， 如 果 在 详 点 邻近 的 积分 只 占 划 
个 区 间 上 积分 的 很 小 比重 可 按 正常 积分 进行 外 推 ， 为 了 各 
ο ο ο ο ος 
外 推 ， 为 了 进一步 削弱 端点 附近 积分 的 比重 , KURERE 
变换 , 4r c cost, 积分 变 为 
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[fede (^ (cost)sintas. 
这 时 被 积 函 数 包含 因 式 sint， 端 点 附近 函数 值 对 积分 的 影响 
就 被 缩小 了 ， 另外 ， 也 可 除去 奇 点 附近 长 为 有 的 小 区 间 , 在 
剩 下 区 间 上 进行 积分 , 把 积分 值 记 为 T), REREH 
推 法 推算 整个 区 间 上 的 积分 值 . 

不 过 , 不 考虑 反常 积分 的 奇 点 , 直接 由 矩形 和 或 梯形 和 进 
ME, 这 有 些 骨 险 ， 最 好 还 是 先 研究 奇 点 的 出 现 对 梯形 和 
或 矩形 和 渐 近 展开 式 的 影响 、 为 此 , L. Fox 提出 了 一 种 研究 
方法 ， 我 们 以 下 面具 有 一 个 奇 点 "一 0 的 积分 为 例 , 来 说 明 他 
的 方法 ， 设 有 积分 

(feda [arg (edae, (5.84) 
ἘΠ f(2) -27g(2), 0 て p<1, gO EDERE. 8 
hec, Fa | f(0dt, 
则 按 Taylor 定理 
Jo 一 プ ュ ー afit fi (5.35) 
ο. F- 
| -hfi— Ene fi- 
由 此 二 式 消去 fi aa 
d h : A? N 
f feti St gp fi 


2h m Oy 
"3x4i fi- -a f 
易 一 方 面 , 按照 Euler-Maclaurin 求 和 公式 (5.5) 有 
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ο ο rp 

1 Agfa ACGI-ID-e 
ー PUT fog US fO. 
将 此 二 式 相 加 , 得 

T) e [^ foda- fie Le fo a fe 
A y hi m 
tg ^q 1" CU. (5.80) 

HF Se) = の "9(@), 0<p<1, 


furg(h) - g (0) b? - ΘΟ hitg LO jst, 
ο... 
Hpt) 40). pritu) 
ο”... 
Hpt LAO が 49 キャッ 
が ガー が πο πο. (p+1)p £9 ehe] 


ο (p--Dp £D) irae 
代入 (5.36), JU & 
T (h) — Lf - s, tt vat 二 
(5.37) 
ZE τι, το, …, τι, το, ce BR A T6368, PAR (5.21). (5.23) 
"P SCR I], (5.37) 说 明 ,端点 处 α 型 奇 点 的 出 现 , 使 梯形 和 
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TO XE REJERP PUE S AM が … 的 误差 项 。 
类 似 地 可 以 证 明 , 对 于 积分 
f プア ⑦) あ = Feo- の we)%e (5.88) 
则 有 
T (h) = If e, rg ae eee MI p h ee 
(5.89) 
即 两 端 同时 出 现 e -e 型 奇 点 ， 使 梯形 和 了 T(%) 的 渐 近 
Ἐπ} μη ΕΠ Ας, ΠΤΔ: Ae ΛΡῚΒ . J 
M, o 等 等 误差 项 ， 对 于 积分 


f. f(a)de= em ag (odo, (5.40) 
有 
Th «If - s, a tt 1n À το ta 
τι ln h-e tT? + tht- (5.41) 
对 于 积分 
f Foda- 2? (1—2)' 1n zIn(1—2) g(a)dz, 
l (5.42) 
有 


T (h) = If 4-4 rah o カト ィ as が 1 

Trí? In ht nv A 4 vH In h 
十 ィ が が 19 上 4 が 13 n ht eee, (5.43) 
显然 , 在 所 有 这 些 情况 下 , 按照 Romberg 外 推 法 、 多 项 式 
外 推 法 、Lagrange 外 推 法 或 有 理 式 外 推 法 进行 外 推 ， 都 不 可 
能 逐步 消去 低 次 误差 项 ; 是 否 能 加 速 收 伍 , 那 是 很 侥幸 的 .由 
T ORJERIU Q8 (5.21), B] U (A) =27(h/2)—T (h), Cth 
具有 类 似 的 浙 近 展开 式 , 由 矩形 和 U (A) h CET P MEE Ἢ 26 
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似 的 问题 .对照 (2.16) (2.27), RE AR (5.87). (6.89) BUE XE 
(2.16) 相 同 , (8.41), (5.43) JE S BE(2.27) 8I. 因 此 , 对 
于 相应 的 反常 积分 , 它们 分 别 适宜 于 用 Bulirsh-Stoer 外 推 法 
与 Mühlbach 外 推 法 进行 外 推 。 在 应 用 Bulirsoh-Stoer 外 推 
法 时 ， 如 果 被 积 函数 比较 复杂 ，P 和 g 的 值 可 根据 (2.657) 确 
定 , BIS p<q 时 l 


pa の (Aa) 一) 5.44 
b Tho -T Us 3)" ( * ) 
b THP -TP (5.45) 


Πο PHD . 
当然 , 对 于 积分 (5.387)， 只 用 得 着 (6.44)， 为 了 使 Bulirseh- 
Btoer 外 推算 法 的 进行 稳妥 可 车， 我 们 也 可 不 断 检查 (2.65“7 
中 的 分 式 是 否 随 * 的 增 大 而 趋 于 定 值 . 

在 (3.416) 型 渐 近 展开 式 存在 的 情况 下 ， 如 果 将 步 长 数列 
Po 取 为 第 一 种 数列 Ηι, Bp 

h,— hod,, 
则 (2.16) 变 为 
T (Ju) = Tot v hi (b) Essi (p) + 
+eyhor 十 OU t), 

这 正 是 (4.1) 型 的 渐 近 展开 式 ， 因此 ， 在 Bulirsh-Stoer 外 
推 法 能 用 的 情況 下 , 也 能 用 算法 . 这 样 ， 对 于 诸如 (5.34)、 
(5.38) 形 式 的 反常 积分 ， 我 们 也 能 用 a 算法 推算 節分 が . ο 
算法 用 不 着 知道 ro ra、… 等 的 具体 数值 ， 所 以 比 Balirsch- 
Stoer 外 推 法 更 通用 . 

以 上 讨论 都 是 针对 积分 区 间 有 限 的 反常 积分 来 说 的 。 对 
于 积分 区 间 无 限 的 反常 积分 , 也 可 类 似 地 处 理 , 或 者 通过 变量 
替 換 , 化 为 积分 区 间 有 限 的 积分 . 


— 108 — 


εδ ΒΕ E 分 
假定 要 计算 二 重 积分 
1j - [[ ro の (6.46) 
其 中 Φ REER: ακωςὸ, a«z«b, 把 它 化 为 二 次 积分 ， 
再 用 单 变量 求 积 公式 (5.2), 得 
f= [a aj J(e, の あと PI f (a, z)dz 
zw, M (ο, T). 


4-1 
& wn 一 wx, 则 得 
1/58 Σ waf (oy, Ζω). (5.41) 
这 公式 称 为 求 积 公式 (5.2) 的 乘积 公式 , 常用 来 求 重 积分 的 近 
似 值 ， 令 pr (b—a)/n, R= (6—2/8, UR /Α--μ 是 常数 ， 
显然 (65.47) 右边 跟 三 有关， 由 此 自然 使 人 想起 , 可 用 外 推 法 
推算 积分 值 1/. 
为 了 选择 适当 的 外 推算 法 ， 需 研究 乘积 公式 具有 什么 样 
的 浙 近 展 开 式 ， 这 里 只 讨论 梯形 求 积 公式 (5.3) 导 出 的 习 积 
公式 | | 
IJET hy =p S SN fC ον, (5.48) 
其 中 "表示 首 来 两 项 上 只 取 一 半 的 求 和 |， 
—Gdjh, md kh, 
Bis fs, Date, EN 2N+2 HORAE ΜΙ ΒΕ Buler- 
Maclaurin 求 和 公式 (5.5) 有 
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2 (B! DU μα. > oana) 


-Γαε{{᾽ βία, の gd 
κὰν ἔτι の Ve の 


に し た う 」 
$=] eS ax qs—1 κοῦ ) 


ὤ--ᾷ 


PES er (us mas 
r2 (2r) T ARP if f (e, a)da 

1 Bas Bos Of (0, の | un anya 
ση E azs- zg --O(À ) 


-Ifa > rh Oe), (5.49) 


其 中 的 v; RA 243, 它 的 值 跟 (5.21) 中 的 v ER TJ. 

H (5.49) nf ML, (5.49) 跟 (5.24) 形 式 上 完全 一 样 ， 因此， 
由 乗 息 公式 (5.48) 出 受 , 可 以 像 单 变量 的 梯形 求 积 公式 一 样 ， 
进行 外 推 ， 

由 (5.49) 的 推导 可 见 ， 将 二 重 积分 改 为 多 重 积分 ， 将 
(5,48) 改 为 由 其 它 单 变量 求 积 公式 导出 的 乘积 公式 ， 如 由 中 
和 矩形 求 积 公 式 、Gauss-Legendre 求 积 公式 导出 的 乘积 公式 ， 
将 正常 积分 改 为 反常 积分 , 38A RR (5.49) ΤΕ, 乘积 公式 也 有 
有 类 似 于 相应 单 变量 求 积 公 式 的 渐 近 展开 式 . Ey H K 
积 公式 出 发 ,采用 类 似 于 相应 单 变 量 求 积 公式 的 外 推 法 , ΠΕΊΣ 
重 积分 的 精确 近似 值 ， 

注意 (5. 和 49) 实质 上 是 节点 处 被 积 肖 数 鲨 数值 的 线性 组 
合 ， 由 中 矩形 求 积 公式 导出 的 姜 积 公式 , 其 组 合 系数 最 简单 ， 
wg ho, 因此 常用 它 作为 外 维 的 出 发 点 ， 高 斯 型 求 积 公式 能 
用 较 少 的 函数 值 算出 较 精 确 的 结果 , 也 可 用 作 外 推 的 出 发 点 - 
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t=6 


$6 数值 微分 


为 了 计算 函数 f(%) 的 导数 值 , 常常 使 用 由 播 值 多 项 式 导 
κ BSEC IR CA Tr SN, 如 


两 点 公式 : 
(0) 5 ΠΟΛ (6.50) 
fs IX FC. (5.51) 
三 点 公式 
fO 5 πε L0 -ー が 1, (5.52) 
FO mr [--5/(ο) AfA -Shh — (5.59) 
二 阶 导数 公式 


f" (0) sc [ (9) -2/0) +ー が ]. (5.54) 
从 这 些 公式 出 发 , 可 用 外 推 法 推算 导数 的 精确 近似 值 . 
例如 ,对 于 (5.50), 4 
σῷ - 3-502 -fC0)], 
则 按 Taylor 公式 有 
Q(À) — f'(0) UO κ. 


ΣΤΟ O) px TIE 
+ NFD! h+ OCR), 

REGRA (2.12) 形式 的 新 近 展 弄 式 , r=1, 因此 可 由 数 

值 微分 公式 全 .50) 出 发 ， 利 用 多 项 式 外 推 法 、Lagrange 外 推 
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Jig, Bulirsch-Btoer 有 理 式 外 推 法 或 者 = 算法 推算 导数 什 
fo. 
又 如 ,对 于 (5.52), 令 


TU) — 3. FA) -/C-9, 
NRE Taylor 公式 有 
ων n(o 9 (5) 0 4 
T(h) —f'(0) HO, HA +e 


E jw 十 DCjax+3) . 


这 里 2( 妇 具有 (2.12) 形 式 的 渐 近 展开 式 ， 但 一 2， 因 此 由 
(5.52) 出 发 ， 也 可 利用 Romberg 外 推 法 、 Lagrange 外 推 法 、 
Bulirsch-Stoer 有理 式 外 推 法 或 算法 推算 (0). 

由 外 推 法 的 误差 分 析 知 ，T 的 误差 阶 数 比 Θ 的 高 . 
因此 , 通常 用 中 心 差 商 公式 (5.52) 进行 外 推 ， 

上 述 两 种 算法 都 是 通过 由 插值 多 项 式 导 出 的 数值 微分 公 
式 进 行 外 推 . 其实, 也 可 直接 由 插值 多 项 式 进 行 外 推 。 事 实 
上 , 设 P9(o) 是 函数 .Fa) 满 足 插值 条 件 (2.1) 的 插值 多 项 式 ， 

PO(g) 一 g⑳ 二 の 9 の 十 g0229 taia, (5.55) 
则 了 f(s) 在 sz 一 0 处 的 8 阶 导数 值 


JOO) e. POO) mato, (5.56) 
另 一 方面 , 根据 Neville 线性 播 值 公式 (2.19) 有 
PP (2) =f (e), (5.5T) 
PO (sg) = (@ーg り や (e) — (ター の ra) P(w) . 
Wirm —7 αν 
(5.58) 


对 (5.58) 两 边 逐 次 求 导 , 得 
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PHP (e) — Ps (2) + (wm) BB Pi Qo) 


-ᾱ pexay- 
dz Pa (e) Vitm Vi 
(amas) PE (2) 
u etm da m-—1 
"Er d 
2 -iz T perp (α) 一 3 コー Εν ια) 
- po の ) ニ da 
da? Dirm Li 


dà i d? 
(2 — 2) da PIP (ῳ)-- (一 oo PO) 


一 


ΣΣ ΣΕ ΣΣ ΣΣ) 


d (8 m τ PPa) --δ E a zr PRL) 
ーー PY (a = —— 
da* Dirm Vi 


(-- =a) T PRP (2)— 一 (一 Titm) ρα” PO (9) 


Cip Vi 


を 


令 ο--θ, 両辺 同 除 51, D O-cs-cm 时 


αὐ)... Hn aca Om tm eM, 
Wirm™ Ui . 
(6.59). 
» d” 
| 451) a» 
(6) の イカ ーー 05-1, ml 
Omn 7— πω σι 3 
面 当 5ー0 时 由 (5.57) 和 (5.58) 得 | 
ας =S CO (6.60) 
— ya 1) 
NL ーー の 1.0 -- "Thes (5.61) 
itn n 
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显然 , ania 259, WII (5.59) 35 5—0, 1, …, m Hj 39 
成立 XE, 利用 公式 5.60) 和 遂 推 公式 ⑥.59), 便 可 求 出 
Qs3， 从 而 按 (5.56) 计 算 了 Cz) 的 导数 £9 (0), 

多 项 式 外 推 法 的 目的 , 实质 上 是 计算 插值 多 项 式 Pow) 
当 w 一 0 时 的 值 e466 一 P43(0)。 这 里 公式 (5.60)、(5.59) 不 仅 
可 用 来 计算 aso, 也 可 用 来 计算 Ps*(z) 的 其 它 系 数 ας, AT 
推算 fo) 的 导数 值 fC0), 所 以 这 种 算法 是 多 项 式 外 推 法 的 
推广 . 它 是 1966 4E J. N. Lyness 和 B. Moler 提出 来 的 , 称 为 
Lyness-Moler 外 推 算法 . 

这 种 算法 还 可 用 来 求解 (2.83) 型 的 线性 代数 方程 组 , 也 可 
用 来 计算 函数 Ρίο) {95 Π8χ 2}, 事实 上 ， 根 dE Euler- 
Maolaurin 求 和 公式 (5.5), 


r= + im が の 上 の Pt) (5.62) 


其 中 1/3» -一 [ [Node=f (δ) — fs-D (e) . 
在 ⑤.62) 中 念 ヶ = が, 则 右边 对 2 的。 MER e OE BO HE OS 


! 
GS Bast f, 


因此 利用 Tyness-Moler 算法 可 求 得 这 个 数 , MATRES 58 δε 
的 积分 1], ΠΕΙ Λο, ATR = an, (6.60). 
(B.59) 变 为 

TOT, (5.63) 

qa» — TO Dea - Ta yea tA mI 24,5 -- THD, 

(5.64) 
而 /wo) 的 导 函 数 之 积分 
了 7 が 99 (25) 1! の 2/ Bas. 

If?? 在 计算 7(9) hy Fourie 系数 时 需要 用 到 . 
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ss 
外 推 法 的 应 用 (二 )， 沙 数 方程 数值 解 


外 推 法 在 微分 方程 、 积 分 方程 的 数值 解 中 已 有 广泛 的 应 
用 .我 们 先 从 一 个 比较 简单 的 例子 一 一 求解 常 徽 分 方程 初 值 
问题 的 Euler 折线 法 谈 起 . 


$1 Euler 折线 法 与 外 推 


设 有 常 微分 方程 初 值 问题 
(rm y), v€ (e, b), (6.1) 
y (a) = yo. 


大 家 知道 , 它 的 解 y) 一 般 不能 用 解析 式 表示 , 即使 能 表示 ， 
要 计算 实际 所 需 的 具体 数值 , 也 不 一 定 方便 .因此 , 常用 前 か 
法 不 是 去 求 y(%) 的 解析 表达 式 , 而 是 设法 算出 γί) 在 一 系列 
点 {Θα} (tna tnh, n=0, 1, 2, +) Ab BG t 11 {4 yy (m), 
即 所 谓 数值 解 . 最 简单 的 数值 解法 是 Euler 折线 法 ， 其 计算 
公式 为 

πια Ya ΓΑ] (ων, Yn), Yo Yo. (6.2) 
这 种 方法 把 求 连 续 变 量 (9) 的 问题 化 为 计算 离散 变量 {γα} 
的 问题 , 因而 是 一 种 离散 化 方法 . 这 里 步 长 /是 离散 化 参数 ， 
显然 ， 对 于 固定 的 mw， 按 这 种 方法 算出 对 应 的 ya Hab n= (2 
一 wo) /) A3, WEY, A). 由 微分 方程 的 理论 可 
Al, dk f (v, y) X v 满足 Lipschitz 条件 

|f (s, Y) -f ís, Ya) |«&L|yi— yal (6. ο) 
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的 情况 下 , 所 得 解 是 收敛 的 , 即 
lim y (z, h) =y(%) (6.4) 


《后 面 将 再 作证 明 ) , HG BLAN VERS ABRE h EAN y Co 
ho), y (e, h), y (o, ha), 、…。 利用 外 推 法 有 可能 算出 9( め 的 
更 准确 近似 值 ， 不 辻 , 31 ΕΕΚ πε ΒΒ BG 还 得 看 
y (z, 有 具有 什么 样 的 浙 近 展开 式 . 

XCRJRJT RPR MA E C6. DR 8B (e, AR 
y(%) 有 关 ， 这 是 因为 , ESO, y) - f (0) 的 特殊 情況 下 , 方程 
(6.1) 的 解 


[θὰ 


就 是 函数 了 (w) 的 积分 ， 由 第 5 章 $ 4 和 § 1 知道 ,在 用 步 长 h 
作 数 值 积分 时 ， 所 得 近似 式 的 浙 近 展开 式 的 形式 , 同 f(z) 有 
无 奇 点 有 关 , 而 最 大 项 数 同 f(w) 的 可 微 性 有 关 . 特殊 情况 尚 
且 如 此 ,一般 情况 也 就 可 想 而 知 了 ， 下 面 我 们 假定 f (o, め 没 
* 3 un S. 
按照 (6.2), y (o, A) = 是 根据 yo 由 Φι, να, ts Ya Æ 
步 计 算出 来 的 ， 所 以 要 从 (6:2) 导 出 了 tw, AARRE 3 
程 量 的 渐 近 展开 式 , 就 比较 困难 . 但 如 果 作 一 个 局 部 化 假定 ， 
即 假设 计算 时 所 需 va-i KARE, EREM yo) X wR 
É yn), WA Ya HRE Tr =y (En) 一 yr 的 渐 近 展开 式 ， " 
用 Taylor 公式 就 能 很 容易 求 出 来 。 事 实 上 ， 
Tati = YC Ent) — Ynt1 

=y (243) — (En) —hf (oa, Y (ας) 

=y (sth) — (a) — hy (e) 

= 3i y? (の) ἀκ, (6.6) 
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注意 (6.5)， 它 也 可 以 看 成 把 初 值 问 题 (6.1) 真正 解 代入 公式 
(6.2) 后 两 边 之 差 , 因此 称 为 (6.2) 的 局 部 高 散 化 误差 
局 部 离散 化 误差 的 渐 近 展开 式 ， 虽 然 严格 说 来 不 能 作为 
应 用 外 推 法 的 基础 , 但 由 此 可 以 推测 , 全 程 离散 化 误差 的 浙 近 
展开 式 具 有 如 下 形式 : 
s(a) =y (e, かー9⑨= Ši n(o), 
从 而 | 
7(@ WI + Dna, C 
EB ORARE SUR CO ΜΑΚΗ. WER 
代入 (6.3), 注 意 由 Taylor 公式 有 
κ... — (a) = 3 ΤΡ, 


d 
PD- (6.7) 


则 得 
n? D 
(A+ を が + を の +…) (y+riht tah +r te) 
= が (の y+riht rh Heh -- ---) 
=ħf (æ, y) X (tiht tah teh t) 


tA Nw (rıht Tah? 十 …)3 


の 7 .ya 十 
其 中 


Bf _ fæ, y(m) 
δι" ôy” . 


比较 两 边 九 的 同 次 宪 系 数 , 得 
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Dy —f (e, y), 


2 
の 1. 1 1 ef 
(2-2-)u-- z Ότι 3 7 tr dy の 
の 1 1 1 (6.9) 
not pn + npe c.p 
J 1 Of y 
+ óy! Tita + ΕΤ öy’ τὴ, 


这 里 第 一 个 方程 是 原来 的 微分 方程 (6.1), 其 余 则 是 逐步 确定 
Ti, Ta, το, °° 的 线性 微分 方程 . 注意 
y (as, k) = ψο--ψ(αο), 
便 知 
vy (2o) -0, k=1, 2, Ut. (6.10) 
由 此 可 知 , Ti(%m) 作为 线性 微分 方程 初 值 问题 的 解 ， 是 完全 确 
定 的 . 
这 样 确定 的 (の, 是 否 确 使 (6.6) 成 立 ? 即 是 否 真有 
γία, κ) - (a) - 21m (2) 9-01 
为 此 , 4 | 
[ο = Bn GM, 
ὅ(α) =y(%, ἐὺ) -y (2) —8 (2) = ε(σ) -S (o), 
(6.11) 
出 只 需 证 明 
efo) 一 0. (6.12) 
为 证 (6.12), 需要 用 到 如 下 的 引 理 ， 
引 理 ， 设 数列 (£,) 満足 不等式 
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léna] SA] in| +B, (6.133 
其 中 4 和 如是 非 负 常数 , 则 %= 二 2, 3, … 时 有 
B, Αγ, 


A" -1 
£O | «-Α"|ξο| ZR (6.14) 
nB, A-1, 


这 可 用 数学 归纳 法 证 明 . 事实 上 , 2= 工 时 (6.14) 就 是 条 
件 (6.18) 当 mn=0 时 的 情形 ，。 现 设 (6.14) 当 n=% 时 成 立 ， 当 
n=k+1 时 


A*—1 B 
léi ALI ο. -| 4-l E 
kB 
Arti 
= AH Eo] + Αα 
(&--1)B, 
这 便 证 明了 (6.14). 
Hi ILS], 立即 可 得 如 下 两 个 有 用 的 推论 : 
推论 1 如 果 数 列 长 ,} 满足 等 式 
Enri =E th Lize Gne) £,4-9, (6.15) 


Ἀπ. [βτ[κι, Se (E Κο, 
E L, Οι, Ca, P, 4 都 是 常数 ， 则 必 存 在 常数 δα 和 δα 使 


[£s | EATE -- Cu, (6.16) 
事实 上 , Η (6.15), 
[£i] &C(OL- AD) |£,] HA, 


按照 引 理 ， 
«ΑΙ ο L0, 


lén] < (d+) ch AL 
ne, L=0, 


1H nA 2, — mem ba, le AL«e, dk 
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gI 2-29 —1 


νο ESA a b 
Tn 一 0 
elb-9 一 工 
«tege 97 Wha c 7t L 
ーー G, . 


证 毕 . 
推论 2 设 初 值 问 题 (6.1) 的 解 y(z) 的 二 阶 导数 连续 , 则 
存在 常数 c, 使 
|e(an) | = [y m, h) —y (29) | «ch, (6.17) 
正明 ”按照 Taylor 公式 


(ausa) y(n th) e Gg) Hay (ο) +- (E), 


其 中 二 在 wm 与 mr 之 间 .、 由 06.2) 减 去 此 式 ,得 
(2.1) =8 (En) HALS (os, 了 (oa か) 


— fs, 9 の] 一生 の (⑧. 
注意 条件 (6.3) 和 y" o) BE Ek, |y" (0) | «Ms, RU 
la(esD |< Le (0s) | FAL [o (s) +4 Ma, 
由 于 em) -0, 故 按 推 论 2 | 


eb Ἱ 
κω! «ἀκα L 
b 


—a. 
证 毕 . 
一 般 说 来 , 如果 近似 解 y(g, 由 的 误差 
&(2,) =Y (En, h) --ᾱ (κ) 
满足 关系 | e (2a) | Se が 
其 中 和 2 都 是 常数 ， 则 称 求 7(ow 和 的 方法 2 Epic. 38 
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论 2giBj, Euler 折线 法 工 阶 收 敛 . 
利用 引 理 和 这 两 个 推论 , 如 果 我 们 证 明了 
Elna) =E (ns) +h os UE) GCa,) (7 の )(e。) 
(6.18) 
便 可 立即 证 明 (6.12)， 事 实 上 , H1 (06.11), 
&(24) = &(24) — S (84), 
T$ (6.17), (m) | =0( め , XR δίωι) = OA), 所 以 
ElL) —O(h), helan) =O), (6.19) 
根据 推论 工 并 注意 (co) 一 0, ca=ca=0, 便 知 
ἱε(α,) | =640( が - う ニー0( が ). 
同 理 推 知 δίων) =0( が ) =0(h -----, 
这 表明 Elt) —0, 
现在 来 证 明 (6.18)， NAM 形式 
d/5z8(2,41) — (24) 一 -a 2f. a oo) 一 O(NPS(m)). 
(6.18) 
事実 上 , 记 Elen) 一 一 6， 8(2,) = δα, y (ia, h) 一 yn， ὑῶν) 79s 
则 由 (6.11) 有 
$s-ó'(y-y—8)—d'y -p (y-S) 
ynya ha Ya 
~ [guts 6, —h 9 se) | 


— ya+i—yn— hf (t4, ys) 
— [ynt Sua3 Yn Sa — hf En, Ynt S4)] 
(ας, ya) — Af (an, Va t- S4) 
λος 
ん dy Ὃν Yn Sa). 
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注意 y. 満足 (6.2), v.--S. 满足 (6.8)， 即 满足 把 (6.6) 代 入 
(6.2) 的 结果 
Ynti δι Ynt Sn hf (vn, Yn 3-84), 


故 得 2 
de — hf (a, yo) — hf (on, yu ὃν) 一 ar (ys 9n — δι) 
= hf (rn, Ynt Snt 8) hf (En, να δε) —h が 


öy 
ος [Of (s, YntSn tOn) — Of (to, Yn) 
-% | óy の | 


一 及 2 全 0305)， 
这 里 0 一 0<1, EHE Yn P Ynt Sn tOn ΣΙ. 注意 到 (6.19) 
X 8,— OCh), 由 上 式 立 即 可 知 
Pe=O(RE,), 
这 便 证 明了 (6.18)、(6.12) 和 (6.6). 

对 于 Euler 折线 法 ， 既 然 了 (%, 内 的 渐 近 展开 式 具 有 
(2.12) 的 形式 ,其 中 7=1, γία, P) Bp TUO, y(%) 相 当 于 
vo, 我 们 便 可 利用 多 项 式 外 推 法 、Lagrange 外 推 法 、Bulirsh- 
Stoor 有 理 式 外 推 法 或 e 算法 , 来 推算 y (o). 

BERNE EHA KH [e 1 上 若干 点 ym ajho 处 
4%(o) 的 值 %(z2)， 我 们 可 以 采用 两 种 方式 进行 外 推 ， 一 种 , 称 
为 全 程 外 推 或 消极 外 推 ， 是 用 一 种 步 长 如 计算 出 整个 区 间 
[α, JEER y (ny, Απ 之 后 ， 才 在 各 点 名 分 别 按 外 
推 法 计算 299， 这 里 下 的 第 二 个 下 标 了 表示 不 间 的 点 。 这 种 
外 推 方式 占用 存 贮 器 较 多 , 计算 工作 量 也 较 大 , 但 不 改变 基本 
腐 散 化 方法 (本 节 是 Euler 折线 法 ) 的 稳定 性 。 另 一 种 方式 ， 
称 为 局 部 外 推 或 积极 外 推 ， 是 用 步 长 如 计算 到 (οι ἄν), 
立即 按 外 推 法 计算 了 以 推算 y(zz)， 直 到 满足 误差 要 求 后 ， 
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才 逐 步 地 同样 推算 (22), yE, …. 这 样 每 步 均 作 外 推 的 
结果 ， 可 以 看 成 把 原始 的 离散 化 方法 (这 里 是 Euler 折线 法 ) 
变 成 另 一 种 离散 化 方法 , 因而 会 改变 稳定 性 . 

下 面 我 们 以 多 项 式 外 推算 法 的 应 用 为 例 ， 说 明 局 部 外 推 
会 改变 Euler 折线 法 的 检定 性 . 

我 们 知道 , 在 数值 分 析 理 论 中 , 用 为 步 长 把 某 个 单 步 法 
应 用 于 试验 方程 

y= Mh, (6.20) 

如 果 所 得 数值 解 y。 当 noo 时 趋 于 0， 则 称 这 方法 对 于 该 
K— M 值 绝对 稳定 ; 而 使 这 方法 绝对 稳定 的 所 有 无 值 的 全 体 ， 
称 为 这 方法 的 绝对 稳定 区 域 ， 对 Euler 折线 法 (6.2), 把 它 应 
用 于 (6.20), 得 


. Ya«17* (1--A5) y,, 
出 此 递 推 , 可知 
ya= (1-- AA)", (6.21) 
可 见 ys>0 的 充 要 条 件 是 
|14-AÀ] <i. (6.22) 


这 就 是 Euler 41381 (6.2) RU ANLE DC, S AA A 
数 时 , 这 是 以 有 = 一 1 ήν AERA ts 当 无 为 实数 时 ,这 
是 区 间 ( 一 2, 0), 

在 将 多 项 式 外 推 法 应 用 于 Euler 折线 法 时 , 假定 um ho/ 
2r*， 各 点 Z,—a--jh, 均 计 算 m 列 ， 以 Τ9) f y (2) IURE 
似 值 , 则 由 (6.21) 

ο. Tay (Eus δν) — (M / 29) TO), 
inii (2.24) 
Tuo SiQLAAV/ "TQ, (6.28) 
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;ο/3 m g% 


其 中 E HK Rh T ον H 2k — 9! . 
ΠΠ 54 m=1, 2, 8, 二 时 的 具体 数值 可 由 (2.35) 查 得 ， 全 
οὗ = 一 一 二 A= =2, 


οὐ -- 1, eje 一 2， οὔ -i. 
由 (6.23) 可 见 , 绝对 稳定 性 要 求 
| à Sena --λλο/95γ᾽'| <1, (6:24) 
这 就 是 多 项 式 外 推 法 应 用 于 Euler 折线 法 后 的 绝对 稳定 区 
域 。 在 m=1, 2 时 ,此 即 
| 1 +o Land <1 


(124) -2 (++ る Mo) --5. (11i) y |a. 
E h= Mw 为 实数 时 ， 这 是 一 些 形 如 tw， OKKA, 其 左 端点 名 
moi T e. 

πι | 1 2 3 4 5 6 


B 1 


—2 —2.88 —4.24 -9.03 10.90 —13.5 


这 说 明 , 随 着 外 推 步 数 m 的 增加 ， ΜΕΣΑ, 5» 
定性 越 来 越 好 . 


$2 离散 化 方法 与 外 推 


现在 求解 微分 方程 、 积 分 方程 的 方法 , 大 部 分 跟 Euler ή 
线 法 类 似 , 不 是 求 未 知 函 教 的 解析 表达 式 ， 而 是 求 未 知 函 数 穴 
落 干 点 处 的 近似 值 ， 即 所 谓 数值 解 . 在 未 知 函 数 为 一 元 函数 
y(%) 的 情形 , 这 些 点 常常 取 为 求解 区 间 (a, 2 上 等 距 的 点 ( 称 
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为 节点 ): 

t, --4h, i=0, 1, … N, N —-(b—a)/h 
在 未 知 函 数 为 二 元 西数 4(w, 9y) 的 情形 ,这些 点 常常 取 为 求解 
区 域 上 如 下 直线 的 交点 (wm, vi) ( 称 为 格 点 ): 

ゥ ーー6 十 5。 y —y,7 ct juh, u 方 常 数 . 
JOURS Ac HC X M. 未知 画数 的 近似 値 
(y(n)) 或 Ug( き uCe。 yy)) 满 足 的 关系 式 因 方法 不 同 而 不 
ΕΙ. 它们 往往 是 原始 方程 的 某 种 近似 ， 由 此 递 推 或 解 代数 方 
程 组 , 便 能 得 出 所 需 的 f 或 记 路 .这 类 方法 称 为 离散 化 方 
法 . 

下 述 方法 都 是 离散 化 方法 . 
1’ 求解 常 微分 方程 初 值 问题 (6.1) 的 四 种 基本 方法 ; 
(1) Runge-Kutta 法 


R 
κ. 2j vd, 
s 
em hf (o, Eo, yot Bianky) (τ-1, 2, =, B) 


其 中 Wrs ος, as 为 常数 。 若 jer 时 有 ar 一 0 是 显 式 法 ， [i 
则 是 隐 式 法 . 
(2) 线性 多 步 法 
Yara ™ Slaai HA bl Bf Cms, ya), 


Kto, B, 9 983. 8- ュ = っ 0 时 称 显 式 法 , 否则 称 隐 式 法 . ・ 
(8) 混合 法 


ュー Σ Oi Ya- +h 3 Bi f (ei, ΤΑ) 


yy f (24, Yan), 
m αι, By, Y, i REC, 0 こみ ご 1。 


= 128 


(4) 单 支 法 - 
Υ πει > Yn- thf (3 Bei), 

这 里 假定  (z, y) 5 a 0X, αι B; 为 常数 . 

上 述 第 一 种 方法 属于 单 步 法 .。 单 步 法 的 一 般 形式 为 

Yasa Ya hp (wn, Yo, h). (6.26) 

其 余 三 种 方法 都 是 多 步 法 。 应 用 这 些 公式 计算 yog 需 已 知 
yw Yi, tU, Yan 等 个 值 , 因而 只 有 n>4 一 1 HO ye 
Yu t yx-1 时 才能 开始 计算 ，yo Yu co Yx_1i 称 为 开始 值 或 
出 发 值 .yo 一 % 是 初 值 , 由 问题 (6,1) 本 身 给 定 ; yu Ys … Yo 
需 用 其 它 方法 求 出 ， 

2” 有 限 差分 法 

这 种 方法 是 用 导数 的 近似 式 替 代 微 分 方程 中 的 导数 ， 得 
出 ys xk Uu 满足 的 关系 式 ， 常 用 导数 公式 有 


V (s) e [Y Cs) (8-31, (6.28) 
"A (m) STY (2) —9 (99)], (6.27) 


V (ον) esr Cy (44) - 2900.) -ϑία..ο)]. (6.28) 
例如 要 解 常 微分 方程 边 值 问题 
ブウ y, y), «Εία, b) 
y(a) --άι, y(b)-—d;, 
B Yay Cen) =y latni), 利用 (6.26) 和 (6.28) 得 到 y, 满足 
的 代数 方程 组 
Jae Quia 2n tyna) =f (en, Js Ars Y») 
(n-1, 2, … N--1). | (6.80) 
yo 一 心 ， yy 一 0a， 


(6.29) 
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又 如 要 解 椭圆 型 偏 微分 方程 的 边 值 问题 


Ou wu 
ーーー エーーーー チ (2 y, u), α «σ«ῦ, e«y«d, 
[7 ap [6 y, α 9, su) 


wr 一 p(z, y)， 工 为 矩形 域 边界 . 
388 (6.28) 8 8] Uu zou (m, yy) 满 足 的 代数 方程 组 


E (Uis 7 2U 4 -U Cu) + 1 y (Ungra — 2U 42-Uu 3) 
ん uh 


=f (t, Vi, Uy), i-—1, 2, C, N —1, 
ζω--φία, Vi), リッ カー の (6, y», 151, 2, Ut, Μ-Ι, 
ζΟο-φίαι c), ζι--φίαι, b). 


(6.32) 
Hp aH, αι--α Γόλ, yim cj, Ἆ/ε-μ, M, NKE 
整数 , h= (ὁ--α)/Ν, h— (c—d)/M, 
8? 数值 积分 法 
这 种 方法 是 用 积分 的 近似 式 替 代 积 分 方程 中 的 积分 ， 得 
出 yn 或 Us 满足 的 代数 方程 组 。 常 用 积分 近似 式 是 复 化 的 梯 
形 求 积 公式 与 Simpson AA: 


f J(e)dezih > Τα), (6.83) 
f. 7 das tIS (zo) +4f (2) 十 27 (oa) 十 … 


十 27(zy_s) +4f (on-1) +f (@x)]. (6.54) 
这 里 "表示 首 末 両 項 均 取 一 半 的 求 和 , (6.85 中 的 N 应 为 
偶数。 例如 要 解 积分 方程 


ya) - [1 e, t, v(0)dr-6, (6.85) 


- 利 用 (6.83) 得 yaz (αν) 满足 的 代数 方程 组 
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Yah È" K (æn αι y) 0. (5-0, 1, =, N), 
. (6.36) 
4^ 有 限 单元 法 
这 种 方法 首先 把 微分 方程 间 题 化 为 变 分 问题 ， 然 后 用 分 - 

段 插值 函数 替代 变 分 问题 中 的 未 知 沙 数 ， 根 据 极 什 原 理 得 出 

ya 或 Uw 注 足 的 代数 方程 组 ， 例 如 要 求解 常 微分 方程 边 值 问 

Bi 

πμ. a<e<b, 06.37) 
y(a) =y (b) =0, 
由 于 这 问题 等 价 于 在 满足 边界 条 件 的 函数 中 求 通 数 Me)， 使 得 


J ceo + (να) - f Gs de 
取 极 小 值 , 代入 


修一 好 9 οι αι 
の ) c 4 十 一 一 一 一 6.88 
yo) di 4 Yi dV wa Yo ( ) 


Bi eo {νὰ 使 下 式 到 极 小 信 的 问题 : 
S= ο ο DP 24 99, 
(6.89). 
EHER, 8. 18. MO. DP TRE p, の 了 算出 ， 由 此 按照 极 
值 原理 ， 令 A —0(j—1, 2, …。 N —1), W45 (yo 満足 的 
线性 代数 方程 组 . 

上 述 各 种 方法 得 出 的 ya 或 Us ΑΡΗ ΛΕ, 而 且 当 
>0 时 应 当 趋 于 真 正 解 y (e) 或 U (Ti, yj) GE αν, €, Y 的 
值 圈定 )，、 由 此 自然 想到 , .利用 儿 个 算出 的 粗略 近似 值 yw 
或 Us, 利用 外 推 法 进行 外 推 , 有 可 能 得 出 更 精确 的 近似 值 ， 
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这 种 思想 时 在 本 世纪 初 便 得 到 了 应 用 ， Richardson 
(1910). 、(Runge(1912) 、Gaunt(1927) 5s A tz W FI T 3X Υπ 
动 问题 、 矩 形 域 上 的 Laplace 方程 问题 、 坝 的 压力 问题 、 常 微 
分 方程 的 初 值 癌 题 ， 并 且 获 得 了 成 功 。 现在 常常 用 两 种 步 长 
的 计算 结果 来 估计 误差 .改进 计算 结果 的 方法 , 实质 上 是 外 推 
法 , 就 是 1912 年 Runge 提出 来 的 .不 过 那 时 应 用 外 推 法 , 只 
是 利用 二 .三 个 算出 的 值 进行 外 推 ,并 没 把 这 过 程 继续 下 去 。 
此 外 , 那 时 在 微分 方程 .积分 方程 以 至 数值 积分 中 应 用 外 推 法 
的 基础 , 是 建立 在 局 部 离散 化 误差 的 渐 近 展开 式 之 上 的 ; 全 程 
离散 化 误差 的 渐 近 展开 式 , 只 是 想当然 的 猜测 , 并 没有 严格 的 
论证 ， 对 此 ，Gragg 和 Stetter 1965 年 进行 了 研究 ， 并 得 出 了 
.相当 一 般 的 结果 ， 下 节 我 们 将 加 以 介绍 . 

目前 ， 对 于 一 些 具体 的 离散 化 方法 ， 特别 是 一 些 新 方法 ， 
例如 上 面 所 说 的 单 支 法 和 有 限 元 法 ， 其 全 程 离散 化 误差 的 渐 
近 展 开 式 还 缺乏 研究 。 因此 , 这 些 离散 化 方法 是 否 可 用 外 推 
法 改进 计算 结果 , 还 没有 严格 的 理论 基础 ， 但 是 , 正如 历史 上 
的 做 法 那样 , 我 们 也 可 以 先 把 外 推 法 应 用 起 来 , 再 逐步 加 强 理 
论 基 础 . 

注意 上 述 离散 化 方法 ， 实 际 上 可 以 不 要 节点 等 距 或 网 格 
线 等 距 之 类 的 限制 ， 加 上 这 类 限制 ， 是 为 了 使 近似 解 眼 一 个 
离散 化 参数 及 联系 起 来 ,便于 应 用 外 推 法 ， 

还 需 注意 , 应 用 外 推 法 时 可 以 采用 局 部 或 全 程 两 种 方式 . 
局 部 外 推 , 会 改变 原始 离散 化 方法 的 稳定 性 , 因此 适宜 于 能 改 
进 稳定 性 的 离散 化 方法 ; 全 程 外 推 不 改变 原始 方法 的 稳定 性 ， 
适宜 于 对 稳定 性 要 求 比较 苛刻 的 问题 和 稳定 性 较 好 的 离散 化 
方法 ， 例如 对 刚性 常 微分 方程 的 初 值 问题 ,就 适宜 于 对 绝对 
稳定 的 离散 化 方法 进行 外 推 ， 
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$3. 全 程 误 差 渐 近 展开 式 


现在 研究 一 般 离散 化 方法 的 全 程 误差 渐 近 展开 式 . 为 了 
避免 演 琐 地 逐一 讨论 各 种 离散 化 方法 ， 我 们 将 使 用 吾 空 间 、 
算 子 等 抽象 概念 ， 下 面 首先 介绍 这 些 概 念 . 

B 空间 , H Banach 空间 , 就 是 完全 线性 赋 范 空间 ， 线 性 
空间 , 是 一 种 集合 , 其 中 任 一 元 素 与 数 之 积 , ΠΕ πὲ 
之 和 , 仍然 属于 这 和 集合。 如 果 这 种 集合 的 每 一 个 元 素 9 都 有 
一 个 非 负 实数 |y| ( 称 为 4 的 范 数 ) 和 它 对 应 , 且 满足 下 面 三 条 
件 , 则 称 它 为 线性 赋 范 空间 ， 

(1 HER y=0 ij [y] —0; 

(2) HERK Z a, legl = 1o] ll 

(3) lg+sl «lul - I2]. 

比 吉 在 区 同 [z, b] LERRA E Ola, b], 如 规定 其 中 
端数 yo) 的 范 数 为 
ly] —max ly(@) |, (6.40) 


就 是 线性 号 范 空间 . 对 于 线性 赋 范 空间 , 可以 規定 西條 元素 
y * 的 “距离 "为 ly 一 zj|， 从 而 就 能 比较 两 个 元 素 近似 的 程 
上 度 ， 讨 论 收敛 性 问题 。 如 果 线 性 赋 范 空间 的 任意 基本 序列 
{ym} ( 即 对 任意 s>0 存在 整数 パ , E m, n>N 时 均 有 [νι 
-wl«s 的 序列 ) 均 有 极限 存在 , 且 属 于 这 线性 赋 范 空间 , W 
称 这 种 线性 赋 范 空间 为 完全 线性 赋 范 空间 ,或 了 了 空间， 依 
(6.40) 定 义 范 数 , Ola, DRE B 空间 , 

设 有 两 个 了 空间 DWE, 如 果 存 在 一 定 规律 ,使 D 中 
基 一 集合 の 的 毎 一 元素 9, 和 Ει PEER を 相对 应 , 则 称 此 
AD 上 取 值 于 Bi 的 算 子 , 记 z=F(y)。 对 于 器 中 任何 
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两 元 素 yi. ya 和 任意 常数 ar, aa, WME 
F (asy; d Gaya) — o4 F (y1) -asF Cya), 
则 称 这 种 算 子 为 线性 算 子 。 如 果 对 DD 中 某 一 元 素 y， 存 在 
线性 算 子 4, 使 
lim (ggg Ur) — FG) - A001) -0, 
则 称 F Æ y 处 Fréoht 可 微 或 了 了 可 微 , 并 称 线性 算 子 4 为 也 
Eyib FSA, WEA P). EFKE, Fs, 
F4)" H. y ΔΝ V) (ys, Ya ts Yn)” 的 时 候 , 可 以 证 明 5" (9) 
3X mxn A 
OF) 


F'(y) =A= (ay), inim 


利用 上 述 概念 , 我 们 可 以 把 一 般 微分 方程 、 积 分 方程 问题 
抽象 成 如 下 的 算 子 方程 组 
Fly) =0, (6.41a) 
| R(q) 一 0. (6.415) 
《6.41a) 表 示 微 分 方程 .积分 方程 , (6 . 包 b) 表 示 附 加 的 初 值 条 
件 、 边 值 条 件 ， 石和 号 两 个 算 子 分 别 定义 于 两 个 8 空间 D. 
和 Ds， 取 值 于 B 空间 和， 方程 组 (6. 筷 ) 的 解 y 就 是 
D, 和 D, 的 公有 部 分 D 中 ， 经 算 子 了 和 及 作用 均 变 为 0 的 
元 素 ， 我 们 假定 它 唯一 ， 同 样 地 , 把 定义 域 前 分 后 , y 在 网 格 
点 处 的 近似 值 了 所 满足 的 关系 式 ( 称 为 离散 化 算法 )， 也 可 抽 
象 为 算 子 方程 组 
(e =0, (6.422) 
P,(y) =0, (6.42b) 
HH orn Ρι 其 同 有 美 的 算 子 . 一 般 y 是 连续 变量 , y 是 仅 
在 格 点 处 取 值 的 离散 变量 . 由 y 在 这 些 格 点 处 取 的 值 构成 的 
离散 变量 ， 可 看 成 为 定义 于 D 上 的 线性 算 子 4 的 作用 结果 
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Ay. du, Pa EXT ADi, 水 Da， 方程 组 (6.42) 的 解 了 就 是 
ADP, 经 pa P, 作用 均 变 为 0 的 元 素 ， 我 们 也 假定 它 唯一 . 
算 子 方程 组 (6.42) 自 然 应 当 是 算 子 方程 组 (6.41) 的 某 种 
近似 ， 故 可 以 假定 , zED 时 有 
ο ο. ο”... 
' (6.458) 
reri 
.(6. 43b) 
RE πι, πο 和 pl, N>p 是 适当 的 整数 ， 将 (6. 生 ) 的 解 9 
RA, WE 


| d Char) = I4, Ὁ Ao f (aj) HORT), (6.442) 
Py Clar) = hth Ὁ Rer) HORN), (6.440) 
ERARE, Pa) 的 局 部 离散 化 误差 . 


在 $1 我 们 已 经 看 到 ,由 局 部 离散 化 误差 的 渐 近 展开 式 ， 


可 以 推测 全 程 误差 
e—y- Ay | (6.45) 


的 渐 近 展开 式 . 因此, 在 这 里 , 由 (6.44) 可 以 设想 
5— 4, S Wry) +O), 


" y d. b^ ぶな の +0( が や (6.46) 
ty 应 怎样 确定 呢 ? BUB vs 満足 的 条件 , 8 
S= や が の, 3 ニーS, (6.41) 
μι AS 
| S-O(h*), s- O(h^), $=0(P), . (6.48) 
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BE F, Je Ες τν Æ y 附近 的 M Bir Frechet 导数 在 在 , 则 
PA) - ia, [P9 の + 双 47 の の oe の 
| Om), j=0, 1, -.., M, (6.49) 
3&(6.460 [V (6.422), 则 按 Taylor 公式 , 得 
O= p, Any HAS 4- (A 1) 
= や r3 (AS Οζ. γρ 


HOC (AUS 3-O (R9) 1) 
T A E PP (4,8)! Om) ΟΥ) 
- AEG) 十 Aw. Φ 

«(re Bh) (È mm) 

LS (rer Sen) ($e) 


OC 9H) FORA) (6.60) 


这 里 和 下 面 我 们 将 Frechet 导数 的 求 导 处 g 略 去 不 记 . B 
定 Mp>N +i, ν--φ, pt1, =, 2p—1 Wf g,=0, 
E (P+ る が の ) (ろか s) 


= È gO), | (6.614) 


(这 里 g» 显然 只 同 y, Ty, T541, 75; イータ 有 关 )， 注 意 Fly) 一 
0 则 (6.50) 变 为 
O= pr Ay HAS HOA) 
ー が 2 (Na Ht fsa tg 
+ O(N) (6 .52) 
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比较 两 边 疡 的 同 次 每 系数 , 得 


k-p 
Fy frt z fig = 0 
=p 


(k=p, p+1, ---, N). (6.58a) 
同 理 , (6.46) f X (6.42b), 可 得 
Rt+ Ty 二 3 TU 4 4-6, —0, (6.530) 
LITE pd 
Σπ (Re+ る が の yi Σ ui) 
- 3 LO), (6.519) 


而 νο, 2 十 1 =, 2ρ-1Ηί,-0, ΚΠΕ, 如果 y E WR 
开 式 (6.46), 则 τι 满足 方程 组 (6.53)， 

方程 组 (6.53) 是 τι 的 线性 方程 组 , 可 写成 

アー Βτι--οι, (6.54) 

dE 81, 相应 方程 组 (6.9) 和 (6.10)， 它 们 的 解 是 唯一 的 ， 所 
以 , 这 里 也 可 假定 (6.53) 或 (6.54) 的 解 唯一 。 在 此 假定 下 , τν 
是 完全 确定 的 . 

现在 我 们 来 证 明 , 反 过 来 , 如 果 τι 満足 (6.58), 则 在 一 定 
条 件 下 (6.46) 成 立 。 就 是 说 ,我 们 有 如 下 的 定理 ， 

Stetter 定理 1 假定 

(a) (φν, PP 具有 局 部 离散 化 渐 近 展开 式 (6.43)); 

(b) (6.43) PI] SET. Ες f... Rr, dg y Api M Dir Fre- 


chet 导数 存在 , H Mpz- N +1; 
(ο) (6.42) RIR y Ἐξ p 阶 收敛 的 , 即 存 在 常数 0, 使 
le] «eh (6.55) 


(d) 方程 组 F'e—b, R'e—c 的 解 e 唯一 
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(9) (6.42) HJI y 是 πι. na 稳定 的 , 即 方程 组 


Φίε--φ, Pe-p (6.56) 

的 解 。 满足 
ΠΟ (6.57) 
Jp ὁ ERA, [- |. |- la, !・ la 分 別表 示 41) ADı, d Di 的 


那么 , (6.42) 的 解 y HA WIRT SS (6.46), 

事实 上 , Æa) (0, CO B EGE, 根据 上 面 的 讨论 , 方程 组 
(6.53) 及 其 解 zz( ぁ =p, p+1, …, NEREYE HED. dE 
(6.47) 定 叉 ぶ ぐ 及 g 则 据 假 定 (0),(6.48) 显 然 也 成 立 ， 这 时 
为 了 证 明 (6.46), 我 们 只 和 需 证 


ぉ =0( が が せ ) . (6.58) 

为 此 , 仿照 $1， 只 需 证 明 
| dé -- h^ {OC E +O 3), (6.592) 
Pre= hr {OC lel) +0 1). (6.59b) 


这 是 因为 , d (6.48), £200), Jii iR (6.59) Bug (e), 
就 可 逐步 推出 = O(I9), £C O(M99), ''', 5ο). 
现在 我 们 六 证 明 (6.59)， 注 意 
di (eg + 4,8 2-8) = ply) =0, 
则 由 (6.49) (6.48). (6.44248 
Pie= — [du Ay HAS HE) -- d (A) — d. CAS 2-8)] 
— (Gh) — 4S 
- Sr éP (AS) og) 
Orany) --φκάν». 
再 注意 (6.48), 则 得 
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diis — 35 d Cu) eO deni eo denm) 


= — da (Ay HAS) -O (lm) Oo (t? [e], 
重复 (6.52) 的 推导 过 程 ,并 注意 (6.538a) 和 条 件 (b), 便 得 
E= — na 2) (Pee foe Ὁ) fara) 
+O( か すれ) 3-Ο (η 11) -O(h*?|z]) 
= OW OC [s]. 
这 就 证 明了 (6.59a)， 间 理 可 证 (6.59b). 从 而 (6.53)、(6.46) 
得 证 .Stetter 定理 工 证 毕 . 

应 当 注意 ， 如 果 (6.49) 中 的 fauc, 当 v 为 奇数 时 都 是 
FAT, 则 (6.46) 中 的 当 五 是 青 数 时 也 为 0。， 证 明 限 上 而 
差不多 。 于 是 得 到 

Stetter 定理 2 设 定理 1 的 所 有 假定 成 立 , 但 局 部 离散 
化 误差 渐 近 展开 式 46.43) 中 的 FLU n, 当 ?2 为 奇数 时 是 零 算 
子 ， 风 全程 离散 化 误差 的 渐 近 展开 式 (6.46) 中 只 含 产 的 偶 次 
F. 

利用 Stetter 定理 , 可 以 推出 许多 离散 化 方法 全 程 误 益 的 
渐 近 展开 式 . 

例如 , 考虑 一 阶 常 微分 方程 组 的 初 值 问题 ， 

人 ab 
Ry) =y(a)—yo=0, 
这 里 4 J& 1 ED BS ET. 

RNE D—D,— Oi? [a, 四 (区 间 [a, δ] ERA με 1 48 πε 
ERI ]4 δῆ αχ), Do —- E1—O[a, ὁ] (Ix Tg] [α, b]. E B9 x P 1 Hk 
ἨΈ EO, a= hitik l ΜΕΊΝΕΙ δὰ ἄπ), Sa 58],= (αν 
v,—6--nh, n—0, 1, 2, =, N, N-(b—a)/h), ΠΗ AHE 


(6.60) 
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Ole, 5] 的 函数 变 为 [a, 51s 上 的 函数 ， 
如 果 采 用 Euler 折线 法 作为 离散 化 算法 , 则 
[5 —(T,—I)y -hG(y) 一 0 
Pi(y) =y (09) — to 0, | 
其 中 Τι 是 移 位 算 子 ，Thy (On) =y Oa) 工 是 恒 等 算 子 ，Z7 
=y, 假定 G 在 (6.60) 解 4 的 邻 域 玉 阶 连续 可 微 ， 则 y6 
Oj*^P[e, b]. 所 以 対 zeE ONP[a, δ], 接 Taylor 公式 有 
Φιίο(ος)) =A] GG) ~(2(2))] 
ΜΝ A” 
Ἔ 2i (v1)! E da 
Py (2) =R ([z(v9) —vo]3. 
它 对 应 于 (6.43) 的 局 部 离散 化 渐 近 展开 式 , 其 中 
p=1, =1, na=0, 
1 πα 
P GFT プッ 
这 说 明 Stotter 定理 1 的 条件 (⑭) 満 足 . 当 パ ミル ー2 i, 2 
件 (bj 显 然 也 满足 条件 (e) 和 (ce)， 由 81L 引 理 的 推论 2 和 
(6.17 到 向 量 的 推广 , 也 可 见 成 立 ， 至 于 条 件 (d), 要 求 如 下 
方程 组 的 解 唯一 ， 
ΘΩ͂ 


ΣΝ b, e(mo) =e, 


由 于 线性 沼 微 分 方程 组 初 值 问题 的 解 唯一 , 送 要 求 自 然 満足 . 
于 是 ，Stetter 定理 工 条 件 全 部 成 立 ，8$ 工 所 证 全 程 误差 渐 近 
展开 式 (6.6) 再 次 得 到 证 明 . 

对 于 一 般 的 单 步 法 (6.25), 要 推出 明显 的 展开 式 (6 .43a) 
比较 困难 .。 但 实际 上 只 佑 知道 这 样 的 展开 式 存在 就 够 了 ， 所 
以 我 们 仍 可 仿照 上 面 的 推导 ， 得 出 全 程 误 差 渐 近 展 开 式 ， 对 
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(6.61) 


aee} rode, 


T, —0, 


于 多 步 法 , 8 

y) = (ym), Y (23), ** Y 8-2)", 
则 多 步 法 形式 上 化 为 单 步 法 , 从 而 可 按 单 步 法 应 用 Stetter 党 
5. 


84 GBS 算法 


上 和 节 定 理 说 明 ， 一 般 离 散 化 方法 具有 (6.46) 形 式 的 渐 近 
展开 式 , 在 某 些 情况 下 , REPRE ABERE. h TIERA 
实质 上 是 逐步 消去 全 程 误差 中 的 低 次 项 ， 所 以 从 提高 误差 阶 
数 的 速度 来 看 , 外 推 法 特别 适宜 于 这 种 只 含 记 侦 次 知 的 情形 . 
这 情形 的 离散 化 方法 称 为 对 称 方法 . 

怎样 判断 一 个 离散 化 方法 是 否 对 称 方法 呢 ? 

对 于 求解 常 微分 方程 初 从 问题 的 单 步 法 (6.25)， 这 很 容 
易 判 断 , 只 要 看 增 量 函 数 风 是 否 满足 如 下 条 件 : 

$(z--h, y -hó(o, y, b), -h) - de, y, h). 
(6.62) 
事实 上 ,对 于 (6.25) 的 解 , 上 式 表 明 
Planti, Yar ZA) — (m, ya, h). (6.03) 
Pit, (6.25) 45 fT 


T Guard [dni Yer, —h) AECE yo, B1. 


s (6.64) 


ーー Vi -ᾱ, 


则 其 局 部 离散 化 误差 满足 
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M, h oC) yle) 
[barr Yans), の すす (es Φαν), が ] 
ο ο) 
ο ο 


+ 


ー7(2。 --λ). (6.65) 
SKI, RE h WEKRE, 从 而 按 Stetter 定理 2, (6.25) 的 
Ag LIE LICET Roh WAKE. 


由 此 可 以 推出 一 个 结论 ， 如 果 (6,25) 可 改写 为 
L(y amy) = b(n, ανν, Yu, Yara h), (6.66) 
则 单 步 法 (6.25) 是 对 称 方法 ， 因 此 显然 , 隐 式 中 点 法 
Ys yaf (3 Gsm), 69 Ye) (6.67) 
及 隐 式 梯形 法 
yn yat Ef (on, 79) fs, ur] (6.68) 


都 是 对 称 方法 。 这 两 种 方法 都 是 隐 式 法 ， 每 算 一 步 都 必须 解 
方程 ,比较 费事 , 因而 平常 不 用 .不 过 , XAH h= Ah 
的 实 部 为 负数 时 是 绝对 稳定 的 ， 所 以 对 于 稳定 性 要 求 苛刻 的 
刚性 问题 , 也 可 用 作 离散 化 方法 , 然后 进行 金程 外 推 . 

对 于 求解 常 微分 方程 初 值 问 题 的 线性 多 步 法 


n- 


Ya ュー ασ 5 Bif Can- Ya), (6.69) 
-对 称 性 要 求 
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0 一 /一 3 一 — Oj, Bx-,-2 = B, 了 一 —1, 0, UU k — 1, 
(6.70) 
其 中 g ュ =0. 事实 上 , 令 


Emmy mma (£- 7-1) ん 
则 局 部 离散 化 误差 ( 除 以 以后) 
En が ーー S ag (2. 
+h 5) Bif Eng, Gs) 
の CHE 
+A $$ gs (I ( -jl) 
(5 *(5-i1)8))] 
ED 
-h Pl Braf (2.-(5—3-1)5, 
y (s -(S-i- 1 4). 
4 i-k-j-2, WI 
iG. o cb (Be 
-h S ay (s. -($ ー タ ー 1) ん 
«(αν (ο τεστ) λ))) 
-Wm,-h. 


HOC, ARA Μ.Μ ΙΚΠΕ, MT Stetter 定 183, (6.09) 
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的 全 程 误 差 渐 近 展开 式 只 含 玉 的 偶 次 短 . 

一 个 真正 有 用 的 线性 多 步 法 至 少 应 对 y 一 1 和 4 一 和 准确 
成立 . 这 样 的 方法 称 为 相 容 的 .将 yw 二 和 y= 声 代 入 
(6.69), 得 相 容 条 件 


k—1 k—1 
L= σα, 1--— $ jat EN βι. (6.71) 
j= ーー 


在 b=1 时 ,对 称 性 条 件 (6.70) 变 为 
一 1 一 一 co， Bi= po, 
Vi THER EE SR E (6 71) 287g 
Ἱ--αο, li-fB.itÉ»e. 


由 此 %ー1 BiB}, (6.09) 


Ynti = Ynt R [ f (aes, Ya+1) +f (ts, Yr)]. 


这 正 是 (6.68). 这 说 明 , 对 称 且 相 容 的 线性 单 步 法 , 只 有 隐 式 
梯形 法 (6.68). | 
5 一 2 时 ,对称 条 件 (6.70) 与 相 容 条 件 (6.71) 变 为 
-1--αι, β.13-βι, 
.-αο-αι, 1li- -—ei8.i4 Bod Bi. 
Hill αρ--0, αι--1, B= b fo—2—28. 可 见 显 式 方法 
《8-:= 一 0) 只 有 中 点 法 
Yaxi-Ya-ic2Af (we, Yad. Ἢ (6.72) 
中 点 法 跟 一 般 的 线性 多 步 法 一 样 , 需要 给 定 开始 值 yiz 才 
能 开始 计算 . 但 随便 给 定 yy, 可 能 破坏 整个 离散 化 方法 的 对 
称 性 ， 例如 令 γι ναι), BI(6.1) RER y (2) fe α--ωι 处 的 
Tí, 就 会 破坏 对 称 狂 ，Gragg 指出 , 5 
| Yai73od- Àj (o, o), (6.73) 
就 可 保持 对 称 性 ， 事 实 上 ， 


—144.— 


f yo 一 yo， 
ο. (6.74) 
Ynti = Ya-i-2Àf (24, y») 


等 价 于 
y (zo, À) -- wo, (6.752) 
rec h) — yo — hf (to, g (zo, A)), (6.150) 
Yla th, ;) - y (a, —h, h)--2hf(m,, y (m, h)). (6.750) 
因此 


ywo, —h) =Yo~=7 (2o, ^), 
Yla, —h)-—y(ze-h, —h) =yotAf (o, y (20, —A)) 
— yo-- hf (zo, y (2o, め ) — yai, h), 
y(m, -h)-y(ze, 一 が 士 2 が (の, γίσι, —A)) 
=y (zo, A) +2hf (v4, γίαι, WD) - y (m, A). 
同 理 可 得 Y (wn, h) = y(m,, —h). 
因此 在 y(ow h) GE ETE RUS A SUCRE. 
将 (6.74) 应 用 于 试验 方程 (6.20), 即 一 My 时 , 有 


yi 一 (1+ Ayo, (6.76) 
Ynti = Ya-1 H 2AhYn, (6.77) 

(6.77) 是 二 阶 常 系数 线性 齐 次 差分 方程 , 其 解 
ys» erit cari, (6.18). 


而 τι, τε 是 特征 方程 
r3 14-2) 
的 根 , 即 
Τι MEA MIB, ra=Mh— ASI CI, 
由 条 件 yo 一 yo $106.76) ap 41 
_ A/ 23 4-14-1 EESE 


e= 0, C = 
ΟΡ 7 — 2I 


0. 
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在 1) «08Η, ln] «1, [τε] > 二 可 見 (6.78) 中 y,—9o G5 n 
cof). 这 说 明 ,， 算 法 (6.74) 古 不 稳定 的 ， 为 了 前 弦 这 种 不 
WEHE, Gragg 提出 , $ 


Yom E Gua 27a +a). (6.79) 
此 时 可 以 证 明 
Y. +r tr OCh), (6.80) 


在 | 人 | < 工时 ，(6.80) 中 的 第 二 项 显然 比 (6.78) 中 的 第 二 项 
小 得 多 , 这 就 前 弱 了 不 稳定 成 分 的 影响 ， 
(6.74) 53 (6.79) RA ER, 得 到 如 下 所 谓 修 改 中 点 法 : 
h= H/N, 六 为 偶数 ， 
yo 一 yo, Yi Yo-- hf (2o, Yo), 


Ynti 7 yn-1+ 2hf (mm, Ya), n=į1, 2, Ut, N, (6.81) 


yx = i (yxsi-2yn t Ys-i). 


此 时 ,根据 上 面 的 讨论 , Ys ROS h BUCH ETUEROT S, 而且 
具有 较 好 的 稳定 性 , 于 是 可 以 利用 多 项 式 外 推 法 或 Bulirsch- 
Stoor 有 理 式 外 推 法 进行 外 推 . 

利用 Bulirsch-Stoer 有 理 式 外 推 法 对 ὃν 作 外 推 , 即 按 修 
改 中 点 法 计算 了 w， 然 后 按 Bulirsch-Stoer 有 理 式 外 推 法 进行 
外 推 ， 这 种 求解 常 币 分 方程 初 值 问题 的 方法 ， 就 是 著名 的 
Gragg-Bulirseh-Stoer 算法 , 简称 GBS 算法 ，Hull 等 人 
通过 多 种 问题 的 试验 证 明 , 对 于 非 刚性 问题 , 右 端 函数 计算 工 
作 量 不 太 大 的 时 候 ，GBS 算法 是 一 种 最 好 的 数值 解法 , 
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ασ 章 
外 推 法 的 应 用 (三 )， 其 他 


$1 加速 序列 的 下谷 


外 推 法 广泛 应 用 于 加 速 序列 的 收敛 。， 上 面 讲 到 在 数值 微 
积分 、 一 般 孙 数 方程 数值 解 中 的 应 用 ， 实 际 上 就 是 加 速 序列 
FT (QQY, GG, Δρ} Beg AJLA T Ou). γία, h ERE 
算 极限 值 (0). y (o, 0), 当然, 外 推算 法 还 可 用 来 加 速 其 它 
序列 的 收敛 . 

例如 , 设 有 数列 (o), 其 通 项 


3 
ἄν Τις 3-34 8-45 
2n4-i : 
t (14-2) (n4- 3)' (T1) 
前 儿 项 为 
ao a=- a4— 3. a 13 a 10 
0 6” 1 24" 2 8 > 3 S0 E 4 91" 
而 极限 为 D —0.75, ο ο 
(4.12), 令 89-0, εὖ =a, 


e 一 e D4- (6455... sy (7.2) 


得 到 如 下 的 表 了 .1 | 
dC P 可 看 成 用 Aitken 4 加 速 法 (4.10) 计 算 的 
结果 , 其 中 e 名 一 -了 站 二 0.5949， 它 近似 极限 值 0.75 的 精确 
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表 7.1 


id (70.1087) 


8 
7 18 
gi; (59.2918) 3 (=0.5417) 
12 48 
3 41 11 
2 (20.8700) -ŽL (20.5694) ユエ (0.6875) 
8 120 2 6720 16 
13 Ν 7 — M6,. 
τη (20.4353) "E (2: 0,5949) 
30,.9 4c) Ἢ 
a (0,4762) 
- 31 _ 
度 , 相当 于 t= ἜΣ 之 0.59623， 注 意 它 只 是 用 an as, a 计算 


的 结果 ， 说 明 Aitken 中 加速 法 确实 加 速 了 数列 (7. 蕊 的 收 
$C kh eP 170.6875, Β.Π} αὐ, αι, αι, ας, 04 算出 的 ， 


相当 手 用 2292:0.6880 近似 极限 值 。 可 见 8 算法 加 速 政 敛 的 
效果 不 错 . | 

将 多 项 式 外 推 法 应 用 于 数列 (7.1)， 即 按 公式 (2.18), 
(2.14), Δ» T$? =a, 

4-5). TX» 
44-1 

这 里 已 设 r=1, Ah-1/(0--1). £8 m3 1.3, 

表 7.2 中 的 


ぅ こ 1187 @ (407 _ 
Tp Lo o, Tp. T と 0.78482」 


分 别 是 用 do, a3, αι 和 ao, αι. σα. Ga, αι 算出 的 ， 但 近似 极限 
值 0.75 的 精度 ,分别 相当 于 
245 220.7068, 2138 720 19410, 


(7.8) 
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i 

5 

EA 4g (50.4167) 

i da (990.541) A (70.6042) 

-E uy (90.6083) d (0.6780) Jg (70.6989) 

B QR (o0. 6416) HET (0.7065) SSE (=0.7278) E (0.7848) 


ἯΓ 9. 4: X SEP HEUS CC στ. B9 dicto 比 e 算法 的 效果 更 
好 . 

K o 算法 应 用 于 数列 (7 .1), 即 按 公 式 (8.86), 取 mi 
1, 4 T$ —a,, TO =0, 


TE TRIP per p. (1.4) 
这 实际 上 是 带 权 的 ε 算法 。 我 们 得 到 表 了 .8， 其 中 7 和 EF 
表 ?.8 
1 
5 
7 ê 19 
3 zg (70.7910) 
12 ー96 
3 55 8 
3 um τα (79.799) 109709 
m 7 m c 
36 To gg 679.1969 
10 5 
3Τ 


极限 值 0.75. 
把 Stoer 外 推算 法 应 用 于 数列 (7 .1)， 即 按 公式 (3.833)、 
(8.34), 4 TG=0, Tf =a, h i1, 


GF) | (κο 
TH T+ eo Tas, (7.5) 
人 二 0 一 1 
idol 


(D (4-1) 
ge = T i -Tti 
"n TES) i-1)3 
TREY 一 TW 


3X&41189)38 7.4, ROB TP 已 等 于 极限 值 0.75. 
表 7.4 


了 ,=1.1667) 
6 19 

39 (9.7917) 
1 24 
(0.8750) 


55 
——(m0.763 8 
τί 5 2 (-0.75) 


ejo ee 


1? (20.8125) 
10 59 (0.7564 
96 Ju (=0.7564) 
ΞΒ (2:0. 7879) 


ΕΞ ΒΞ wls a ln 


比较 上 述 四 种 外 推算 法 计算 的 结果 ， 可 见 对 数列 (7 .1)， 
了 算法 与 Stoer 外 推算 法 的 效果 较 好 ， 而 Stoor 外 推 法 最 好 . 
后 两 种 算法 都 是 有 理 式 外 推 法 .它们 之 所 以 比 6 算法 与 多 项 
式 外 推 法 好 , 而 且 能 算出 极限 的 准确 值 ， 是 因为 数列 (7.1) 具 
-有 有 理 式 展开 式 : 


8 4n 
ター オ $91) M+ (7.6) 


对 于 其 它 数列 ,加速 收敛 的 效果 , 不 一 定 是 Stoer 外 推算 
区 最 好 、s 算法 最 差 . 例如 对 于 数列 
che 一 


a 3.1 νο γη 
ml テト (7.7) 


s 算法 的 效果 最 好 ， 结 果 见 才 7.5，m 的 极限 值 是 
1n 22:0.69314718, 


得 到 的 

52 
75 
相当 于 wsses 达到 的 精度 。 面 多項式 外 推 法 、Stoer 外 推 法 、p 
算法 均 不 能 加 速 收 敛 . 


= 


2:0.693333, 


表 了 .5 
1 
-2 
1 7 
g (09.5 q; 09: 
3 —102 
5 、 99. - 52 
(00.8883) Lg ( そ 0.6905) ss (70.693933) 
-4 248 
7 au 95 
το (00.9828. , 5y (00.6942) 


£T (r0. 7883; 


一 般 说 来 ， 象 (7 D) 这 样 的 振 葛 数列 ， 都 不 适宜 于 用 多 项 
式 外 推 法 或 有 理 式 外 推 法 . 这 是 因为 ， 适 于 应 用 这 两 类 算法 
外 推 的 数列 TO), HAEEREN R A Q.10 Bp πῶ, BU 
有 

T(R) — vo vi t Toh tee ev τν). 
可 见 hr>0 时 (有) 单调 地 趋 于 了 (0)。 适 于 应 用 & 算法 的 数 
列 T,—T Ck), 具有 (4.1) 型 的 渐 近 展开 式 , 即 
Tz 一 To 十 全 和 十 Toh2 十 十 Ty 十 0 (8%)。 

当 为 是 负数 时 , 7% 便 是 振荡 的 数列 . 
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$2 级 数 求 和 与 特殊 函数 的 求 什 


数列 (7 .1 与 (7.7) 都 可 看 成 无 穷 级 数 的 部 分 和 .因此 上 
面 的 讨论 说 明 , 外 推算 法 可 应 用 于 级 数 的 求 和 ， 许多 特殊 函 
数 可 借用 级 数 去 示 , 例如 


zx --- g? . a? --- α΄ s.s 
(D Te (7.8) 


ESER tn ΠΓ FE SER x E k A CS RE. 上面 数 列 (7.7) 
就 是 函数 (7.8) 当 z=1 时 的 值 ， 值 得 注意 的 是 ， 当 z=2 时， 
(7.8) 右 边 的 级 数 发 散 , 但 应 用 s 算法 , 仍 可 用 来 求 I1n3 的 值 . 
计算 结果 兄 才 9.6. 注意 In 3— 1.0986123, οἵδ 4$ 1.1014 
已 相当 精确 . 
表 7.6 
2 
0 3.91.1429) 


8 16 76 
2 (292.8667 19 (21.066 (επ. 
=( 67) is (41.0667) ag (71.1014) 


4 44 260 
一 二 (> 一 1.3333 ーー . ーーー (m1. 
τί 3333) so (071.1288) " 337 (71.0970) 
76 16 32 1996, . 
49 («5 0861 19. (251.0667 TW Gu. 
ist ) 15 (5 ) ass BO OD 
23. 3 308 8a 
ーー .6) 7 -gg (01.1368) 
128 


444 ， ιο ROT. 
-SE (12.6837) 
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$3 方 程 求 根 


求解 方程 
げ ( め =0 (7.9% 
的 基本 方法 ， 是 求 数列 (a.), 使 e. EPET (7.9) {115 a, 
对 于 数列 {ww}， 自然 可 象 $1 那样 , 用 外 推 法 加 速 其 收敛 、 
在 线性 收敛 的 情况 下 , 即 当 
Φμμι--απύοίθς--α), CHO (7.10) 
Hj, 可 用 Aitken 作法 加 速 收 敏 ， 这 是 因为 , (7 .10) 可 改写 为 
C0 —0) — (Wnri— a) 7:0, 
即 近 似 满 足 * 算法 性 质 2^ 的 条 件 , EP m=, Ni 
& za, 
方程 (7.9) 的 根 o, RUE B y — f) S k =pl) 
y=0 时 的 值 , 即 α--φ(0), DR JU, 在 单 根 a 附近 , 当 げ (る ) 充 分 
可 微 时 , 根据 隐 函 数 的 理论 , 有 
fad > i p" OV orc pP yyt, 

(1 .11y 
比較 (2.12) 可 知 , y 看 成 离散 化 参数 为 πα ἘΠ ΤΟ, πὶ 
w=gp(y) 具 有 《2.12) 型 的 渐 近 展开 式 , 基 中 =1. RE, 对 任 
一 种 方法 (如 二 分 法 、 弦 位 法 .牛顿 法 及 其 它 选 代 法 ) 求 出 的 数 
列 ο 及 相应 函数 值 数列 {ys}, 我 们 都 可 用 多 项 式 外 推 法 或 
Stoor 外 推 法 来 加 速 (αν) 的 收敛 ， 多 项 式 外 推 法 的 计算 公式 ， 
1818 (2.13), (2.14), 是 

TH = m, | 


{411 D 
"TO = TYP Ti -ΤΦ, 
m m-— 一 一 一 一 一 
9v Jem — 1 


(1.19) 
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Ñi Stoor 外 推 法 的 计算 公式 , 根据 (3.34) (3.33), 是 
T4-0, TP -a, 
popup, TEP- Te. | 
TT + 0m. (7.13) 
TP, Tus 
Tapore 
数列 {zw} TERR — EARRA TE, 也 可 利用 外 推 辻 
程 中 得 到 的 TY 产生 ， 例 如 采用 牛顿 迁 代 法 时 ,可 令 


Ὁ 
09 = 


Enri = Gy — f (24) / f (95), (1.14) 
也 可 令 
nr TRO -JTP (T$). (7.15) 
以 如 下 具体 方程 为 例 . 
の ーー ター ユー0. (7.16). 


取 1, 按 生 顿 法 (7.14) 得 
to=1, αι--1.δ, 
Φρ--1.ϑ418326, ws=1.,3252008, 
2,—1.8247181, ms 一 办 一 1.8247179， 
dB 15): (7.120, 则 得 天 7.7， 注 意 其 中 


ws=1.8247180 
已 达到 单纯 牛顿 法 οι 的 精度 . 
表 7.7 
Y TP =z; 
-1 1 
0.875 1.5 1.9866867 


0. 0145801 1.3281274 1.3252138 1.3243723 
0 1.3247180 
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$4. 代数 方程 组 的 求解 


设 有 线性 代数 方程 组 
Bs=b, (7.17) 
其 中 BECAR PxpXBPE b ECAR pi, 8 是 未 知 
的 2 维 向 基 。 为 了 求解 S， 常 常 采 用 迭代 法 . 令 4—1—B, 
则 方程 (7 .17) 变 为 
s= A8 +b, (7.18) 
任 逃 8o, 8 
8,441748, -b, j=0, 1, 2, =, (7.19) 
则 得 一 向 量 序列 ， 对 于 这 序列 , 我 们 可 用 6 算法 加 速 其 收敛 ; 
而 且 可 以 证 明 , 利用 有 限 个 8， 即 用 有 限 次 迭代 , 便 可 得 到 方 
程 组 (7.17) 或 (7.18) 的 准确 解 . 
事实 上 , 在 矩阵 召 非 奇异 的 情况 下 , 我 们 有 
8,— 48, 12-5 — A?8, s+ Ab - b —--- 
= Aso + (I 4-À 4- A9 +. 4- A13), 
但 是 (I -+AA +e +AT (I A) 一 工 一 4 
I4 A Ape + 4 ユー (IL A) LA) 


- (I 4)B3, 
SUR 
8,— Ais + (1— 43) Bb — A (89— B-b) 4- B-1b, 
(7.20) 
这 样 , 设 4 关于 δο- ΒΦ 前 最小 多項式 用 
| Σ ολ», (7.21) 


即 假定 
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Se, A" (8, — B7!b) —0, (7.22) 
则 有 δο,4’Ρ(αυ- 3719) 20, j=0, 1, 2, +, 


X 0,(S,,; — Bb) —0, 


Eos Bb $on (7.28) 
于 是 , 根据 e 算法 的 性 质 2, 如果 
316,40, (7.24; 
便 有 
ef -- Bb, (T.25) 
即 在 e 368928 2m 列 可 得 准确 解 . 


条件 (⑦ .24) 相 当 于 最 小 多 项 式 (7. 2η ΕΗ Ελ i. 在 
7.24) 不 成立 的 情況 下 , 


る eA = (X 1)^ Σ dA, 
| q- AUS στο ACs — Bb) =0, 
Bae -0 


这 跟 (7.21) 为 最 小 多 项 式 相 矛盾 .。 所 以 , 在 最 小 多 项 式 次 数 
为 m 的 假定 下 , 条件 (7 .24) 自 然 成立 
在 4 为 奇异 答 阵 的 情况 下 ， 最 小 多 项 式 (7 .21) 中 可 能 有 
(9701 — 7:0, —0, 
此 时 ， 8 ον -ονι τ» ΠῚ (7 .22) 变 为 
Σ c, A"** (8, — Bb) --0, 
mi (7.23) 2E A 


— 1853 一 


Taser BD Se, (7.980) 
于 是 根据 8 算法 的 性 质 2 可 知 
efto = Bb, (7.25/) 
这 表明 , 在 ε 表 的 第 20m — 2) 31, 也 可 能 得 到 解 BD, 

应 当 注 意 ， 上面 的 证 明 并 没有 假定 SU SU 这 说 明 ， 即 
使 序列 8 发 散 ,利用 e 算法 ,在 e 表 的 第 2m 或 2(m—3) 7443 
可 得 到 准确 解 BD, 

还 可 以 证 明 , 在 B-I—A 为 奇异 矩阵 的 时 候 , 具 要 (7 .17) 
AR, 利用 e 算法 也 可 得 到 解 ， 事实 上 , 设 解 为 s, 初始 向 量 
为 so B RF 8o 一 8 的 最 小 多 项 式 为 2 次 , 以 0 为 单 根 , 没有 
Λ-1 的 根 ， 则 4 关于 80 一 8 的 最 小 多 项 式 可 写成 如 下 的 形 
式 

Sox-ü-» S nM, r= Σ r, «0, 

(7.28) 
此 时 , 尽管 (7.20) 不 成 立 , 但 仍 有 
8 一 -448o 十 (Z 十 4 十 43 十 … 十 4 和)0。 

注意 (7.17) 有 和 解 , 5 一 (I 一 4)s, 便 知 

8; 一 4Ai80 十 (J 十 4 十 43 十 … 十 411) (T — A)8 

= A’8o +8 — Ai8 = Ai(80— 8) +8, 

从 而 8;— 8,41 (I — A) A'(89 —8), 
.由 此 , 利用 (7.26) 得 


m—i m—1 


2i Ty8y+y 一 2 ΓνβΗνει | 
m—i 
- r-a yS r, 47H s 8) —0, 


这 表明 , 左边 的 和 式 为 常 向 量 ， 
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m-1 


> 7T,8,,, ΤτΕ, (7.27) 
于 是 , 根据 e 算法 的 性 质 2, 得 到 
Εν 2—6, 4-0, 1, 2, …. (7.28) 


这 里 e 实质 上 就 是 (7.17) 的 解 ， 理 由 如 下 ， 在 (7 .27) 中 
4 j-0, 得 
ec S Ty8,, 
ik Be- Ar 7,8, 
-—u-A$ r,[A" (8) —8) 1-8} 
ーッ コー や ms- (I— 4)8— Bs — b, 


WE B RT so-s 的 最小 多項式 有 ヶ 重根 = 上 1 上 面 出 : 
7.26) 开 始 的 推导 只 要 将 m 改 为 m 一 z 就 仍然 有 效 ， 因 此 ， 
Enn- =E, ὁ--θ, 1, 2, -.., (1.283) 
这 说 明 ， 在 B 为 奇异 矩阵 的 时 候 ， 仍 可 用 s 算法 得 到 (7 .17》 
的 解 . 
对 于 非 线性 方程 组 
s=F(8) (T.29) 
的 迭代 法 8,1— F (8;), 
我 们 也 可 应 用 e 算法 来 加 速 收 全 这 时 尽管 通常 不 能 经 过 有 
限 歩 送 代 得 出 方 程 (7 .29) 的 解 ， 但 可 以 得 到 二 阶 收敛 于 解 的 
序列 V, Va 的 构造 方法 如 下 ， 在 (7.29) BE V Bj 8 D. 
上 任 取 Vo 対 子 ゃ =0, 1, 3, +, 
(4) 9 so= Vx; 
(2) &8j;u-F(s), j=0, 1, +, 2m--v—1, 
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Eme F'(V)CFCV )d V ΕΒ Preohet 导数 ) 关 于 Va- 
V ee DUNG τ 是 这 多 项 式 的 根 入 =0 Mmm. ἃ 
里 还 假定 I-FUOV) EA. 
(3) 利用 e 算法 计算 Vasa 882 ο. 
现在 我 们 来 证 明 V. τα ΕΕ V. 先 没 v0. 此 时 
BOR. 
8 ュー ツー ガ (8) —F(V) 
-F'()(s;- V)+o(ls;— Vi? 
= {0 CV} (8ο-- V) oC|so- VI^). 
设 (WV) 关于 s—V 的 起 小 多 项 式 为 (7.21), 则 
Sats T= {PV Secr or Kc v) 
-- Ὁ οο(9ο-- VI 


The 
一 Aes] V,- VI^, 
z 


从 而 Sio (84 - VC| Va Vi*)) 0. 
于 是 根据 算法 的 性 质 2, 
ュー ウー ア +o(1 V,— VI. 

É v0 的 情形 亦 可 类 他 地 证 明 . 
- 一 应 当 注 意 ， 上 面 的 证 明 并 没有 假定 了 了 为 压缩 映射 ， 没有 
假定 序列 {8} κ, ΡΜ, 应 用 算法 的 方程 组 (7 .29), 其 范 
围 很 广泛 ， 在 应 用 s 算法 时 ， 不 必 求 FOV n3, 而 所 得 序 
δη τς, 可 见 这 种 加 速 法 十 分 有 效 . 

微分 方程 .积分 方程 .最 优化 问题 常常 归结 为 线性 或 非 线 
性 代数 方程 组 的 求解 . e 算法 自然 可 应 用 于 这 些 问 题 的 求 
88. 
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